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第 一 章 К“ 上 的 L-S WERA RATE 


本 书 是 基于 测度 论 之 上 而 写 的 。 但 是 为 了 陈述 方便 及 本 节 的 
特殊 需要 ,测度 论 中 的 某 些 有 关 概 念 及 结果 ,特别 是 入 维 欧 氏 空间 
中 的 勒 风格 -斯 蒂 尔 吉 斯 测度 及 其 弱 收 钱 性 ， 仍 给 以 扼要 的 论证 . 
$1, $2 是 测度 论 的 一 些 基本 概念 ,易于 查找 , 故 只 简略 饥 述 ; 身 不 
WEH. $ 3 Ekat h T eR REN. 


51 集合 族 及 其 上 的 测度 

关于 集合 的 运算 ,我 们 沿用 习惯 的 术语 与 符号 ， 例 如 ;LL 4, 

ERRAR а, ОЮ, Г 4 表示 集合 族 L4,) 的 积 ( 交 )， 

AB KUR d ES B 2 28 ААВ 一 (ANB)DU(BNA4) Жта Ув 

对 称 差 , A ЗАКЕ, [Aa i. o.) = lim sup 4, 一 С Ü А} 
(ds aa 一 Eim inf A, = Ú Ала. Kas 

EX Ll 设 2 为 一 集合 由 0 的 一 族 子 集 构成 的 集合 族 P 

称 为 一 个 半 环 ， 如 果 : (1) DEP (@ 表 空 集 ); (2) En E€ 

S= => RABE 9; (3) E, FEP, ED F ==> ENF = Ü E;, 


E € Ж, EDE — Ø, ij s, ]= 1 n. | 
Жайт AETR R E, F € R= EURER, 
EN F € 22, 
#R Q BJ F SS E .多 为 一 个 域 , 如 果 多 是 环 而 且 26 =, 
ЖЩ 多 ERR Borel, E.) Wo WR .多 中 可 数 个 集 之 
和 仍 属 于 .多 
BORTRE 中 是 一 个 二 系 ， 如 果 EEM G — 1, -::, 
n) => [| E, e %, 


i=l 


PORTER Z -ADA WMR дє Qi Н. A BEŽ, 
А С B> BNA € @; AEB, ACn => U 4E 2. 


车 т оу, 包含 St ЛЕ JD ЗК ЛАЕК M 
所 产生 的 波 莱 尔 域 , 记 之 为 СОЙ). L aA ЧИ рЫ JS D Ж 
称 之 为 由 M 所 产生 的 品系 , 记 之 为 90090), 

a LESA: 

1. Ж 绍 始 是 z 系 又 是 已 系 , 则 ## ЗЕЛЕ. 

2. 9 Ел, Zm 一 gm). 

定义 12 59 J QA l T 3 CNE 07 6 901). ELE 
Ол БАНГ ЭЖЕ СЕП у оо 的 实数 集 ) 的 集 函 数 z amA 
个 测度 ,如 时 上 满足 : 

(4) n fE DC EJEM: 

(0) р Л ЕЛДЕ ЈН, ВНА EEM, E, rE, 


=Ø (m= n), U z. e л, 都 有 О в.) Б] во 


Свз) н?) =), 
REDIH, ЖЕ А ява, 则 称 & 为 有 限 测度 、 千 对 任何 


E e Yt, 都 有 Е.є, ECU En t в (E,) < ° (n = 1, 


7， 则 称 产 是 有 限 测度 . 显然 有 限 测 度 必 为 0 ARNE. 
ко) 一 1， 则 称 闫 为 正则 化 测度 或 概率 测度 . 
定理 11 Жа LO ЗЗА Ера, 且 满 足 定义 1.2 
中 的 (а) 及 Ga) 及 
(82) gg 在 绽 上 具有 有 限 可 加 性 且 


E,é SZ, E,5ƏE,,,, {| Е, = @ == lim a(E,) = 0, 
m=i 和 下 


ДЇ R. SZ 上 一 个 测度 . 
定理 12 落 上 是 半 环 多 上 一 个 有 限 测度 , 则 可 以 唯一 地 
扩张 到 gP) 上 去 , 即 在 在 唯一 一 个 定义 在 BP) 上 的 测度 


. 2 „ 


не ШЕ АСЕ) = p*(E) (4 Бє W. 


52 随机 变量 的 分 布 函数 及 其 所 产生 的 L-S 测度 


定义 2.1 设 旧 为 一 集合 , 多 是 6 上 的 一 个 波 莱 尔 域 ， 则 称 
《2， F) 是 一 个 可 测 空 间 ， 有 多 中 每 一 集合 4 都 称 为 可 测 集 ， 如 
EF 上 定义 了 一 个 测度 z, 则 称 СО, ЭУ, 的 是 测度 空间 ， 特 别 
好: 若 产 是 概率 测度 , 周 满 足 (0) = 1 的 测度 , 则 称 (O, #7. н) 
是 概 谈 空间 。 概 率 测 度 常用 P 表示 :所 以 今后 总 用 (Q, 2, P) 9 
ЖЩ ЖЕ == |Н]. 

定义 2.2 їй (9, F), (о, FO 为 二 个 可 测 空间 。 变 换 
Хх О, АЛИ ВЕН О, Н, ИЕМЕ А е 多。 Н X ACAD) = 
{0,1 Xlo Є A, Є 9,) € Жү, ДАКЕ CF Fa 可 测 的 ， 
RAAM CF’ F). ШЫ. (Q,, 多,) 是 【《R g) 
(其 中 RY E: N 维 欧 氏 空间 , де” Ek k JF SBT P= ЕШШ 3 R), 
则 称 CF o A PRIER (A FO 上 的 可 测 函 数 。 概 率 空 
E БЕГА ВЕЛ, Н R. V. 表示 。 

# (Q, F, p) 是 测度 空间 , f 是 其 上 的 可 渊 函 数 ，4A € 多 ， 
f 在 4 上 关于 测度 产 的 积分 记 之 为 


(оао) 或 | Keyrawo) 或 | fdu. 


涉及 随机 变量 时 ,总 是 某 个 概率 空间 上 的 随和 宙 变量 ,只 不 过 有 
时 为 简便 而 把 概率 空间 隐 去 不 提 而 已 ， 

定义 2.3 设 了 是 概率 空间 (О, 多, P) 上 的 随机 变量 ,函数 
Е(х) = P (X < x) ЖХ, Md. f жт. ха 
只 能 取 可 数 个 值 , 则 称 X 是 离散 的 ; 若 FO) 绝对 和 连续, 即 存在 非 
А ДАК рї), (Е 
F(x) = F. рй, x€ R, 
则 称臣 是 连续 的 。 这 时 , 称 pG ХОЙ Р(х)) 的 密度 函数 ， 
ФК» рг) 差 一 勒 风 格 (T.ebesgue, H. 工 .)》 零 测 集 而 唯一 确定 。“X 
具有 分 布 函数 F(x)” 有 时 也 称 作 “XX 服从 FO 分 布 ”。 


ША БЕК F(x) 具有 下 述 性 质 ， 
(с) F(x) ES 48 028; 

(ш) F) 单调 韭 隆 3 

(c) Р(х) 左 连续 ; 

(<) Шт F(x) = 0; 

(c) lm F(z) = 1. 


ЭЕ. Эа R 上 最 多 只 能 有 可 数 个 间断 点 而 且 都 是 
第 一 类 的 、 分 布 函数 由 其 连续 点 上 的 函数 笔 所 唯一 决定 ， 

定义 2.4 设 Х,,---, Ху 都 是 概率 空间 《9, F, P) 上 的 
EILER, ШЖК X = (Xo 5, Хх) МЕЕ ГО, 或 N 维 随 


机 变量 。 函 数 Fles os zw) = РОГ {Xi < xY] Әр х R E 


合 分 布 欧 数 ,简称 分 布 函 数 . 如果 X = (X,, 5-5, Xn) 最 多 只 能 
取 R" 中 可 数 个 点 ， 则 说 X — (X... Ху) 是 离散 的 ; 如 果 
F(z， za) 是 绝对 连续 的 , 即 存在 非 负 勒 风 格 可 积 函 数 
РО» М: ёз)» 使 


F (xi, "XN = ‚Го. ”3 tn)dti' -diys 


则 说 (Xo --+, Xs) 是 连续 的 ,pa 7. tw) ЖК (Ху, Хм) 
(Œ Р(х, xw)) DRA БЕРАДИ АТКАН ВАЗ. portta 
tw)】 差 一 个 靳 风格 零 测 集 而 唯一 决定 . 

ШЖ, X = (Х,, 777, Хн) 的 联合 分 布 函数 Frs ,xw) 
EWE: 

(а) Flero "--, хн) 是 实 值 函数 ; 

(с) ТЕЕ МЕЧЕ СЕ УХ ТН] 


=, 


= [e = rs ку) {ара < bi i= I, *** N} 
有 


ЕСГ) = ЕСЬ,, `... Ф) 
— [F (а, batto’ by) 十 二 ЕСЫ, by-is an)] 


+ [Fai йз ёзу sbs): . + ЕС. tt, Duss @м-1› an)] 
— FC, an) = 9; 
(G) F(x sz) HATAREE; 
(с) lim Ех, za) = 0, i= 1,- № 
(cs) lim ЕСл,, `... xy) = 1. 
xja 


fly 


定义 25 ik (Xot Хь) 是 NN 维 随机 向 量 , 从 其 中 任 取 # 
个 G= N) 分 最 所 构成 的 i 维 随机 向 量 (Ху, Xn》 的 联合 
分 布 函数 相对 于 (Xi … Xn) 的 联合 分 布 函数 来 说 ,就 称 为 边缘 
分 布 函数 ， 

显然 边缘 分 布 函数 由 联合 分 布 冰 数 唯一 决定 ， 但 着 命题 一 般 
ЖЕ. БИЕ; 
Р(х. у) 


* y 


—)*(— 1], 


I 


“y 


Si 


r-e 

Аре уа, 

ee Ga 
2z 1 — r° оу. 

其 中 Йіу йз» Gis Gis F 为 常数 ， о, > 0, s, > ü, r. = 1, 


可 以 算出 XX; 的 密度 函数 为 
11) 
20; 
与 + 无关， 这 说 明了 Xo X, #5} їн ВАВ ХР Ц ЛА, (X X) 的 
联合 分 布 函 数 还 不 确定 《r 可 以 取 不 同 的 常数 ). 

慎 冬 情况 下 边缘 分 布 逊 数 唯一 确定 了 联合 分 布 函数 呢 ? 这 就 
须要 引进 随机 变量 的 独立 性 的 概念 。 而 本 书 的 中 心 论题 ， 正 是 独 
立 随 机 变量 和 的 极限 理论 ， 

.定义 2.6 称 概率 空间 (CQ, ЭО, P) 上 的 随机 变量 Х,,---, Хы 
是 丰 互 独立 的 :简称 独立 ,如 果 

下 

= РОХ, < x,)***P(Xs < хм), x; E К, = 1,2,: N, 


P: (z) == 


. 5 а 


HERD fa БЕКЕ РУБ ЕЗУ da PE СЕЛИ. 
由 此 看 出 ， 若 随机 变量 Xo tts Xs 相互 独立 , 则 其 联合 分 布 
函数 与 志和 分 布 函 数 相互 唯 一 决定 。 
下 面 我 们 将 要 由 分 布尔 数 Р(х, 5-6, хк) Е (RN, sg") 
上 的 勒 风 格 -斯 蒂 尔 吉 斯 (Lehesgpue-Sticktics) 测度 CL~5 测度 )。 令 
I= [а b) = [a by; амо Ёл) | 
== fr = (z, зз, у) [а S z E b £= 1, +, N} 


为 RN 中 的 CEFA 区 间 ,( 本 节 所 言 之 区 闻 , 意 即 此 种 半 开 闭 区 


(RY ХА], Zk = {R pDA Zim [RY 中 
一 切 天 区 间 }。 只 要 有 一 个 bian MU la, Р) = [a, 5] = (а, 
b) = 0. 所 以 2 e€ Zx, Fis SY. ШК. ПРЫ, 4 = 
BF n) = BCF R= BLIP BR HRE) 一 (RE 
HERR). 

设 z — (mis tt", к) у (уз ER x< y (或 
к= y) ЖЫШ x < у; GR +i < y) Ж—1Ы1) 156; < N М. R” 
上 的 点 函数 F(z - ,xw) 有 时 记 为 Рх), 

定义 27 设 FO) = Fanatt ey) 是 定义 在 RY CHAR 
Ж. 如果 它 满足 定义 2.4 后 面 的 《cy 一 (ec ， 则 说 它 是 典范 函数 . 
车 它 满足 (cD) 一 {0) 及 


(е; > lim Flas б, хы) 1, 
ty 


则 称 之 为 准 分 布 函 数 。 若 它 铺 足 (co 一 (ec 则 称 之 为 分 布 函数 ， 
定理 2.1 设 F(x) 一 了 kx tt. хь) ДЕВЕЙ, Е Te 
Fus ЖУ, 
F(I) = 0 GE l = Ø), 
F(I) = ЕБ ttt, ba) 
— [Fes bitta Ры) + ° + ЕСК, Булл» ам)] 
+ [Fins das battra by) Hote + ЕСФ, 55, n-as ays äg) ] 
a á «+ 


— -ph (1) (ауу ам) 


则 是 半 环 .zw 上 的 一 个 有 限 测度 。 用 定理 1.2， 它 可 以 唯一 地 
扩张 到 B” — С) E, 所 得 到 的 测度 仍 用 FF 表 之 ,此 测 
度 称 为 由 典范 函数 (x) 所 产生 的 勒 风格 -斯 蒂 尔 吉 斯 测度 L-5 
测度 ). 

特别 地 ,着 F (e) 是 准 分 布 函数 , 则 它 所 产生 的 g 上 的 L-S 
测度 满足 FR) < 1。 更 特别 地 ,着 FO) RARER 则 它 所 
产生 的 L-S WEEREENS. | 

Ж 著 РОЮ) 一 (асс ак) RIE (о) MC WEE 
理 2.1 中 所 定义 的 集 十 数 了 在 .Zw 上 未 必 有 完全 可 加 性 。 例如 ， 
РО — (х) (G) 表示 比 * 大 的 最 小 整数 ), 则 F(x) 满足 CO 


和 (ы), Еж (о). 取 1~[1,2), L = |552, > 2), 
MUJ {16} 两 两 不 交 , = UJ I 但 F(I = 1, FU = 0 (n 2 


"= l 

1), ИРЕ, 上 不 满足 完全 可 加 性 . 

BIE (а), (о) 的 点 函数 Fns ts ху) RER 2.1 的 方 
式 定 义 的 .Zw БЕРКЕ ИЕ, 但 我 们 可 以 找 出 与 此 案 
函数 对 应 的 测度 ,而 且 这 种 测度 在 某 种 限制 下 还 是 唯一 的 。 这 样 。 
我 们 从 只 满足 Co), (Оо) 的 点 函数 出 发 , 仍 可 导出 s" 上 的 测度 ， 

定理 22 设 Fla, s ry) ENE RY 的 全 部 有 理 点 ( 即 每 
个 坐标 都 是 有 理 数 ) 上 ,和 而且 满足 (с,), (со), 造 集 函数 严 如 下 ， 对 


为 有 理 点 ,也 就 是 每 个 a), b; 名 为 有 理 数 ), 定 义 РОГ) 加 定理 2.1, 
WE 鹃 ”上 存在 唯一 一 个 测度 F*, 使 得 对 任意 有 理 区 间 Z, 只 要 
КЄР, 就 有 РО) < F*(J); RE POr, 就 有 BIT) > FO), 
其 中 JE ag", A", 4° 分 别 表示 集 4 的 内 部 及 闭 包 ， 
实际 -上 ， 本 定理 只 要 求 F(x,; W хм) ЖУ ЕЕ АЖ А 一 
{Casteta la ED, == laes NY EERDE Ку, 
WEE F* ЖЕ Р(х". хы) CRRA FROEN. Ж 


Fazat an) 是 定义 在 RN 上 的 典范 函数 , 则 集 函 数 ЕСІ) (гє 
Fn) 是 Vw LENE, 伴随 测度 就 是 五 在 到 ”上 的 扩张 ,如 F* 
就 是 由 Р(х, t... xx)》 所 产生 的 L-S 测度 ， 
ШЕ. Р(х, `. хм) 的 伴随 测度 Е* 具有 下 列 性 质 ， 
F*([a, 51) = lim F([2”, 72); 
рр 
Ея, 6)) 一 lim Р([а", 5')). 
15 
定理 2.1 RHH RN 上 的 人 尾 一 典范 函数 ЕС, ---, ху) 均 可 产 
生 一 个 sg" 上 的 工 -5 测度 F, ЖЕБЕ. E a 上 一 个 
测度 F, 是 否 存 在 一 个 典范 函数 Р(х, хк), 其 所 产生 的 上 -5 
测度 就 是 F? 再 问 :这样 的 通 数 是 否 唯一 ”如 果 一 般 说 不 唯一 ， 
那么 在 什么 条 件 下 唯一 ? 
( 甲 ) 如 果 де" 上 的 测度 FF 满足 ЕО) < оо (16.9), 
则 存在 RY 上 的 典范 团 数 F(my,，*…-, zw)， 其 伴随 测度 (在 此 场 
合 ; 它 就 是 此 典范 函数 所 产生 的 5-5 WERE Р, 而 且 这 样 的 典 
范 函 数 有 无 穷 多 个 . 
例如 , 7 上 给 定 一 个 测度 FF， 它 满足 РО) < o (I € .Z,), 
造 点 函数 如 下 : | | 


| dF, x> 05 
PALPE 
F (x) = 0, r= 0; 
一 dF, к<, 
[х,0) 


则 F(x) 是 典范 函数 ,而 且 F(x) 的 伴随 测度 CI-5 ІЖ) 就 是 F, 
不 仅 如 此 ，F (wx) + c (c 为 任 一 实数 ) 也 满足 上 述 一 切 要 求 ， 

由 此 看 出 ，R* 上 的 典范 函数 与 g bE FO) < oa 
GI e Zx) 的 测度 之 间 存 在 一 个 多 对 一 的 对 应 关系 ， 

(Z) Æ æ 上 的 测度 证 满足 

(А) ЕС (а tta rn) lr Sani =l, Мр) < оо, 
其 中 si 是 实数 ， 则 恰 有 了 唯一 一 个 满足 (0) 一 (ow) Н да ЁЁ Ж 


za у хы), "ЫЙ РЕВНТИЇБЕ (TL-S 测度 ) 就 是 卫 。 
EREM Flatts and = FU Gas rw) [д < а, = 
1, ---, Му) 即 为 所 求 ， 若 Files ttt, м) G = 1, 2) 都 满足 
《ceo 一 (co 县 它们 的 伴随 测度 者 是, 则 
F(s бб, фы) = Bim: lim F([a, 5)) = Р.С, `" , Ёк). 
д» аре 


所 以 ， ЕЧ 上 满足 (a) (cO 的 点 函数 与 g" 上 满足 (A) 的 测度 之 
闻 存 在 一 一 对 应 的 关系 , 正 因 为 如 此 ,我 们 妩 用户 表示 满足 (a) 一 
Сс) 的 点 函数 ,又 用 FF 表示 满足 <A) 的 测度 ， 特 别 地 ，Rw 上 的 分 
АЖЫ 名 NY 上 的 概率 测 府 存在 一 一 对 应 关系 ， 
为 方便 计 , 我 们 有 时 也 说 ， 上 暴 范 应 数 Fa) 在 某 一 点 x BJ Tm] 
度 , 那 音 思 就 是 Ех) 的 伴随 测度 在 (а) 的 测度 . 
EN 284 it FG), RGO 是 R EADE, Fi Г, 
分 别 为 其 伴随 测度 ， 则 
F(4) = | 2F,G)4F,G) CA € B”) 
是 B РАШ, Н F(R 1, Mm 
Fl) = |... AF DZ 人 
是 R" 上 的 准 分 布 函数 ， 我 们 称 了 是 Р, 与 F, ЖИЛ, FO) 
称 为 BO 与 Р(х) КОЖЕ. Р (或 FE) 简称 为 P, 和 F, 
G FC) 和 F,G0) 的 郑 积 , 记 作 
=F * F, (或 F) = (F,* FR) 
HERPEN., 5 üE 


(кж FG) = | Р(х — Pe Fl) 


_ j. Р(х — у)4Р,Су). 
四 于 准 分 布 函数 的 卷 积 还 是 准 分 布 函数 ， 所 以 可 以 定义 双 个 
准 分 布 函数 的 着 积 。 易 证 ， 个 相互 独立 的 随机 变量 的 和 的 和 分布 
冰 数 是 这 好 个 随机 变量 的 分 布 函数 的 卷 积 。 | 
| 定义 39 i X, ҮН НГЫ) (O, Sr, P) АНЕ Е. 


. $ » 


ж |。X(w)t4P(w) жх А, TEOLOE 
co， 则 称 X 的 无 防 原 点 失 存在， 特别 地 ， 一 阶 原点 矩 称 为 蕊 的 数 
学 期 望 ， 记 之 为 ECX). 称 | (Хб) — E OJPC) 为 x 的 
к, |) — ЕХ) P(w) < со, КХК Bt 
ФЕ, Oi hE RAZA var (X). йй ECX 一 
E(X5)(Y 一 Е(Ү))) 为 了 与 了 的 协 方差 ， 记 之 为 соч (X, Y). 
Ж 0< var(X), var( Y) 之 оо, ШИК 
Х—Е(Х) Y— Е(Ү) 
Ei 人 二 
CA A var Y ) ) 
汉 下 与 了 的 相关 系数 , 记 之 为 обХ, У). 
定理 2.3 设 Х,„-+-, Хь 为 概率 空间 (0, F, Р) 上 的 随机 
变量 , g(x) 是 定义 在 ЕУ LRAT R PRCE дё!) 可 调 函 数 ， 
Е(х) Ж X = (Konts X ARA d AR, M 


К EAF (=) 一 |. z(X,(o), +++, Хибо)уУ4Р(о), 
СЕ н, зА X Н 18%.) 


53 Wik tkk AREN 


定义 3.4 设 F 是 20“ 上 的 一 个 测 误 ， 记 
D(F) = (ala € È, 和 且 存在 一 个 1 所 ?所 N, E Fe = а}) > 
0}, C(F)= К\р(Е). 

注意 . la; = а) 一 {Сх `... хм){ x: -= а} 是 与 坐标 轴 平 行 
的 六 一 1 工 维 超 平面 。 

E GO ЕР АУТ Р. Рб) = rG, FÆ Р(х) 
前 伴随 测度 , о" 是 非 负 常数 , 则 CCF) Ж F (w) 的 全 体 连续 点 . 

定义 32 设 Zw 是 RN 中 全 和 体 区 间 构 成 的 集合 族 , 是 g 
上 的 测度 ，1€ .Fw， Æ РОР) 一 FO) = F(E) (1, 了 如 第 一 
童 $2 所 定义 , 即 1 是 售 于 了 的 最 大 开 集 , r RSI RAR) 
则 称 工 是 三 的 连续 区 间 ， 若 工 的 每 个 顶点 的 每 个 坐标 都 属于 R 
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HETE D, 则 称 工 为 已 区 司 . 

显然 ,每 一 个 CCF) 区 间 都 是 的 连续 区 间 。 特别 地 ， 若 FF 
жал LIWE, ССР) 区 间 是 了 的 还 组 区 同 ;反之 也 对 . 

FM 33 ШЕ,, F 都 是 ag" 上 的 测度 mE ЕС) < оо, 
F,(ID < оо 人 一 1 2 IEZ). ЖАРА ЖХ 
Hj I, 都 有 

lim FI) = ЕСТ), (3.1) 


ШК {Р„} BRAF F, fF Е, = F (а — оо), 10 Ж 
Е, — F, RKE 
lim Е. F, [W]. 
如 果 除 了 Е,» F 以 外 ,还 有 FoCRY) < M, B F.(RN) 一 
Ек"), ДР.) ЖЕР Е, 记 作 F, — F (n — оо), 简 记 
为 F,— Р, REUE 
lim F, =F. [c] Z 
定理 3.1 (唯一 性 ) 
w w 
F, — F, F, — G = F = G, 

证 设 F,-” F, Е, = G, WHEN CNCC) 区 
间 7， 均 有 
| FCI) = im Р„(1) ~ GCI). 
而 СОРУП СОС) 在 R 中 处 处 稠密 ,所 以 对 任何 区 间 LES u 都 
有 РО) G(I)。 而 了 和 G 都 是 Æ” 上 的 o 有 限 测度 ,所 以 由 
测度 扩张 的 唯一 性 知 GCA) = ЕСА) (46 B). 

上 上面 我 们 定义 了 测度 的 弱 收敛 与 全 收效 。 我 们 也 可 以 考 同 点 
E CENE Б ей. | 

EKIS ЗР, (х), F(x) 是 定义 在 R 上 的 满足 (а), (а), 
(c) 的 点 函数 。 如 果 对 F(x) 的 每 一 个 连续 点 zo 都 有 

lim Е,(2) == Е(2,), | | (з.1)' 
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MIRR СРС СОНЈ FG), 记 作 F,G) 一 > FC) (n — со), 


简 记 为 Fo (Cx) 一 > F(x), 或 者 记 作 
lim Е.(х) = Fle). [W] 


如 果 除 了 F, (ху — F(x) 以 外 ， 还 有 |Е„(х)| < M Gl 
z€ R) HE FA) Flo), F,(—co)—-> F(-—co), Ш 


(F) ERAF F(x)， 记 作 Fo) 一 > Р(х) (п-> oo)， 简 


记 为 F,G)—— F(x)， 或 者 记 作 
Em F,G) = Р(х). [<] 


命题 3.1 设 Е.(х), Pix) 是 Р! і а Ca), (а>, (сз) 的 
点 医 数 , 若 F) -> Р(х), Е, 与 F 分 别 为 F) 与 F(x) 的 


伴随 测度 , 则 F- F. 反之 , 若 32' 上 的 测度 列 {F,} Ж 
到 沉 度 Fo MEERE (a), (с), (оз) 的 点 函数 Р„(х) 及 Р(х), 
使 

F,G) = FO), 
А F,(x) 和 F(x) 的 伴随 测度 就 是 F。 和 F. 

证 明 甚 易 ,从 路. 

我 们 知道 ,满足 (0), (о), (ә), (a) 的 点 函数 与 满足 CA) 的 
测度 之 向 有 一 一 对 应 美 系 ， 所 以 对 〔R!, а) 空间 中 满足 (ad 一， 
(cO 的 点 函数 F(x) 来 说 ，F (x) 的 全 体 连 续 点 与 其 伴随 测度 F 
的 СОР) 集 是 一 样 的, 故 СОР) 既 表示 如 定义 3.1 中 所 定义 的 关 
于 测度 了 的 ССР) 集 ,又 表示 РО) 的 全 体 连续 点 集 . 

ETRO (R, M) 中 的 点 函数 的 弱 收 伍 性 ,我 们 就 理解 
为 其 伴随 测度 的 弱 收 敛 ， 

定理 3.2 gg” 上 的 测度 询 {F,} 弱 收 效 的 充 要 条 件 是 ; 存在 
一 个 在 RR 中 处 处 稠密 的 子 集 Р, 使 得 对 任 一 区间 1, lim ЕСГ) 
存在 (为 有 限 数 ). ü 

证 必要 人 性, 着 F,— F, ЖЇЗЇ СОР) KAI, 
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lim Е.С) = ЕСГ) 存在 (为 有 限 数 ), 而 ССР) 在 НЕЕ. 


必要 性 得 证 . 
充分 性 ， 在 全 部 六 区 间 上 造 一 集合 盟 数 了 如 下 : 
F(I) = m Е), TEDEH. 


TEY 

(1> 0 F(I) < оо; 

(22 F(I) = ЕС) + ЕСІ.) (= LUL, Ln L, —= Z, 
1, L, h рЫ р. 

根据 第 一 章 定理 2.2 FARER FU) 有 唯一 一 个 伴随 测 


度 F+。 往 证 Е,» Е". 
事实 上 ， 怎 给 一 个 区 间 1, 都 存在 一 串 马 区 间 (11, E HD 
Їн» 21] Q = l, 2, -+'), lim i, = J. 由 于 Е* ЖЕР ЫРК ЕЕ 


测度 ， 又 因为 Dihs, БЕ РРС) > ЕС). BE I ED 


KALETA 
lm Falla) = ЕС), 


而 Ll, PEA | 
lim Fall) > Ша F.O) 
пш п-се 


УП 
Е*(1у® Hm F.O). 
АЕ е 
Е* (1°) = lim F*(1,) > lm FI). 
优 之 可 证 


FYI) < lim F,(1). 
аг Р" 的 连续 区 间 , 则 ЕС) = ЕСГ) = F*(I), Ш, 
由 上 述 二 不 等 式 有 
lim FCI) = Е*(1) (1 JE Е* 的 连续 区 间 》。 
ED F,— F*, 
定理 3.3 # (F, 是 a 上 的 测度 列 , 而 且 对 任何 固定 的 
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ТЄ ы, (F,G1), a> 1 A СС). ШОЕ, АЩ, 
《通常 称 此 年 质 为 Р.) ARKH). 

证 ”用 定理 3.2。 为 证 定理 3.3， 只 需 证 明 {Fs} 中 有 一 子 列 ， 
ЕЖ D X B] ЕИ „ИП D К 中 处 处 稠密 ， 

рун. 则 DD 在 КОНА, BE Dp X R ЖАШ 
可 数 个 , 记 之 为 


Ls ip *** 

由 于 {Е,00), n>n ЖЖ GO), FA 0 =< F.(L2 < 
GUD < co (я==1,2,---), МИЗУ) {FUD ЖЕШ 
列 , 记 之 为 

Fal) Folh) etts Filh) tna 
AHF 0< 2,05) < СО) < оо (a= 1,2, +), 所 以 实数 
列 {FaN ARATI 022 

Falh), af Е..(1,). 
Жат, HET k, WA {F,} 的 一 个 子 列 {Fis}， 它 在 
Ls łosi БК. BiFab GBE 1, late LERA.: 
Вар К. 定理 得 证 . | 

Жі 设 {F。.} 满 足 定理 3.3 наа, SIF, ЖЕННИ, 
HJ IF.) FA ЛГ ЕСЕ У], ТЕ {ТЕН ШЕЕ АЕ И: ЖТ 
{Fo 的 任 一 弱 收 伍 子 列 都 收 化 到 同一 极限 F, MJ {Р} kasa 
到 F 

ж 由 定理 3.3 知 {F,} A SS k 8k F $], 记 之 为 АР}, 
Ры» F. {Е„} METI Ра) 后 所 简 下 的 子 列 记 之 为 {fw}, 
车 (F,) КАИ, {Р} Ке F, 所 以 存在 F 的 一 个 连 
EKE 1, 使 实数 列 ФЕ.) Aurea ЕСГ), НЮ, (FCD) 
Ж] Ferh E 

lF) 一 FU) > s, (3.22 

再 一 次 应 用 定理 3.3, 得 知 Fu) ССРУ IF. Y, 使 

Fa, + 6 ({—® оо), 
HT (3.22), G 与 了 在 дё” 上 总 不 能 恒 等 的 , 系 工 得 证 。 
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定理 34 设 Р, >F, MH 
(1) lim P,(E) > F(E) (E 为 开 集 ); 
(2) Em F(E) < F(E) 《为 有 界 闭 集 ). 


Е (1) BFC) 在 民 中 处 处 称 密 ;所 以 任何 一 个 区 问 了 
部 可 表 为 至 多 可 数 个 互 不 相交 的 CLF》 区 闻 之 和 ,而 每 一 个 开 集 
又 可 表 为 可 数 仿 互 不 相交 的 区 间 之 和 ,所 以 每 个 开 集 互 都 可 表 为 


E= Ú 1, (L) 是 互 不 相交 的 СОР) KEA. 


所 以 


п) < Шш FAE) (2:1). 


K 
F(E) = Ба F (U r.) < Ба F,(E). 

(2) ЖЕНА, WEE PDE, 了 是 Е, Fis Fate- BJ 

公共 的 连续 区 间 。 于 是 
Е(1) = lim ЕС) = lim FAID) = FCD. 
而 ГАМЕ 是 开 集 ,所 以 由 《17 得 
F(PNE) < lm F,CPNB)2. 
БЫШ, 
F(E) > im {Р„(Гу — FAINE)} Ба F,(E). 

定理 3.5 # P, -> F, А 是 FF 的 有 界 连续 集 (所 谓 集 4 是 
五 的 连续 集 ， 意 即 FC) = F(A = ЕСА), Ян LAETA 
的 最 天 开 集 ，4 为 合 4 的 最 小 六 集 ), 则 im F,( A) = ЕСА). 


谤 ”着 4 是 的 有 界 连 续 案 , 则 由 定理 3.4 可 得 
lm F,CA) > lim Fl A) > FCA) = FCA) = Е(л°) 


зә 
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> Im F,(49 = im Р.(А4), 


nay 


lm F(A) = F(A), 


定理 3.6 设 Fs。 一 > F, РВУ) S M, F(RN) < М, Ml 
Е, — Е 
RARE: 任 给 єс> 0, FERRA mn 及 区 间 1, 1904 
n 22 т, ID, HA 
F(R") —— РСТ) << Е, 
证 必要 性 . 任 给 8 > 0, 对 而 言 ; 存 站 FF 的 一 个 连续 区 间 
lo 使 得 当 ISI, 时 有 : 
F(RN)— Е(1) < = 


对 二 >0， 又 存在 一 个 自然 数 m 使 得 当 n> m 时 有 


| F(R) 一 F(RN)| < т, LFG) — FU) < = 


所 以 : 妆 n 22 fo 时 有 
F,(RN)— Fa) < FÈR") 一 FCRN)| + |FCRN) — F(12| 
+ (ЕС) — Е.Х) =< е, 
HEH ОЈ, n>m 时 更 有 
F(R) — Е.Р) < e, 
充分 性 、 设 对 任意 <> 0, FE mn E LD, 使 n>m, Dh 
时 有 
F(R} 一 F,(1) < e, 
不 妨 令 六 是 BR 的 连续 区 间 : 且 FO) 一 FCR) <e. 所 以 
| FRY) — Е(ВХ)| < |F,( RN) — F,(12| 
+FRAAS FOYI + FU) — ЕСЕ) | 
< 26 + |F,(1,) — FUY) (Z s). 
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在 上 式 中 令 "一 oo， 并 注意 F, -> 下 得 
Hm [F.R — F(RM)!I = 28. 
由 8 >0 可 以 任意 小 得 知 
lim F (RN) = F(R"), 
所 以 F, - = F. 
定理 3.7 F æ” 上 的 测度 F., F WE FO (RN) < М, RB. 
Р, 一 ~ F，4 是 的 连续 集 (不 一 定 有 界 ), 则 F,(4) ~ ЕСА). 


证 由 定理 3.4 得 
lim Е„(4%у > ЕСА). (3.32 


m 


х RNA IARE, AEE 3.4 得 


lim FRA) 22 F(RNA (3.42 
但 是 
lim F(R“) = F(R“), (3.5) 


ЕН (3.4) #1 (3.5) 得 
ЕСА) = ЕСЕН) — FRNA) > Em F(A. (3.6) 
Tü 4 是 F 的 连续 集 , 即 
F(43) = F(A) = ЕСА). (3.73 
H (3.3), (3.6), (3.7) 可 得 lim F,( A) = ЕСА). 
Ж1 Ж F), FO) E R! ERE Cola 的 点 函数 ， 
F,, F 是 其 伴随 测度 ， 则 
F, 一 > F — Р„(ку + Р(х), 
正 因 为 系 1 成 立 , 疏 满足 te) 一 Co) 的 点 函数 的 全 收 化 与 其 对 
应 的 伴随 测度 的 全 玻 伐 在 符号 上 有 时 不 加 区 列 . 
注意 ; (1) Ж F., FO) 是 Re 上 的 满足 (0) 一 C0) 的 点 
BR Fu F 是 其 伴随 测度 。 BRES “F, a) > Р(х) > F, > 
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F”, EB-RE: НКЕ. БТ) S BESA ss rak А РЕВЕ ВЕ 


的 弱 收 全 ,在 符号 上 要 严格 区 别 ， 
Б.т: 取 
0, к =< 0; 
„Сз = |, x => Ü, 
F, (x) = Fax + n), п = 1, 2, -.*, 
Л 
| Ню Flp =l, 
因此 


lim F,([a, 8)) = 0, 


此 即 {F} ВСР НЕ ЖИНЕП Е, Се) ЖЕБЕСЕ S 
度 所 对 应 的 满足 Со )— Сс) 的 点 函数 , 即 恒 为 0 руй. 

(2) 弱 收 伍 而 不 全 收 敏 的 测度 列 是 存在 的 .事实 上 ， 上 面 的 
例子 就 是 一 个 反例 ， 因为 F.(R') 一 1， 而 {F} Ж ИЖЕ. 
FUE, Р) 不 能 全 收敛 . 

(3) 当 Е, 一 > Е 时, 确 有 开 集 E, 和 闭 集 En 使 

Еп F,(E,) я ЕСЕ), lim F,(E) зе F(E), 


例如 ;到 
0, x = 0; | о 
1 


Po 一 | А х => Ü, 


F = F, (x + 1 — 2) 


0, *=—1 + 
= І п = 1,2, э 
1, r> —1] + 
©, x =£ -— 1; 
Fie) = f 
х= — 1, 
则 
wW 
— F, 


但 是 
FAC ©) = —P.,(—1! + 0) + lim Е,(х) = 1, 


Б((—1, ооу) = — F(—1 + 0) + lim F(x) = 0, 
F,(1—2, —1]) = pn, ЕС[--2, —1]) = 1, 
下 面 我 们 将 要 讨论 另外 -一 个 主题 。 问 SEE, Р, F, 
对 于 什么 样 的 通 数 8 及 什么 样 的 集合 4, АН 
lim | вар, = |, ЕЕ. (3.87 


首先 , 我 们 看 出 , Жол IX WJ, Ша РАЕВ Ар. 
AWRY g 是 4 上 的 示 性 省 数 Xstx) ВЧ, (3.85 也 不 成 立 ， 易 
见 ，4 为 所 的 连续 集 也 可 以 ， 不 过 连续 集 4 的 测度 等 于 其 内 核 A° 
的 测度 ， 故 《3.8) 两 边 之 积分 区 域 可 换 为 4°, ПП 4° ЗЕЕ, 从 而 
人 可 以 表 成 至 多 可 数 个 互 不 相交 的 连续 世间 之 和 。 所 以 我 们 以 
后 只 考 虚 4 是 下 的 连续 区 间 . 

其 次 ,我 们 来 考察 gCx) 满足 什么 条 件 才 能 使 (3.8) 成 立 . 

G Ж 


09 = Ук), 
i=1 
e ERRO LJe F ЖЕБЕП], {1} KARZ, Xn 是 五 上 的 示 性 
раз, | 
Em] „ЕФР„ = lim 5) eFC) = У РС) 
E= — = 
= j. EdF. 
(2) = gm > Ü, gw 是 (B, B ЭГ АУ, А, Em 2 Emt 
(m 221), MENES z, RIAM Е 1УУЕЖЕГДН] 1, (3.8) 成 立 ， 


Rü ` 


E g = lim gas AJ 
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gd F, = | gdF. (3.9) 
! 
事实 上 ,由 于 
lim | gra Fo = | gmd FF, | аР, > | gdF,, 
fm i 了 І i 
所 以 


т | sdF, < | gndF (m > 1). (3.10) 
йз ¿Í I 


由 法 都 《Psaton p.》 引 理 有 Em | zF < | gdF， 故 把 (3.10) 
对 m -oo 取 上 极限 即 得 (3.9). 
(3) 车 Bm 22 Ü Hx CRY, 5) 可 测 ; 且 
Фа < Ва (m 221), g 一 fim gm ШН gm 及 相应 和 的 下 的 
ERAN 1，(3.8) RYA 
Em | rag F, = {gar (m = 1), 
对 
lim | gdF, > | gaP， (3.11) 
THH (2). 
H (2) 和 (3) 看 出 : Ж z ВЕЕ (2) 中 条 件 又 满足 (3) 中 条 
件 ; 则 对 来 说, (3.8) 成 立 . 
定理 3.8 Ж F,- F, gO) 在 R* 上 连续 , 则 对 的 任 一 
连续 区 间 1, 有 
lm | eF — | EFO. (3.8) 
Шш Agro ШЕШЕНДИ: HEA k, 都 可 取 
两 两 不 交 的 下 的 连续 区 间 (7,7 1,555, mh Ë 
(i) 了 一 U Т 
Gi) 任 一 个 Акын # e T 3 — JF Га 中 G = 1, 2, 5, 
пы); 


= Z0 «+ 


(ш) 车 令 Mu = sup р(х), naj inf gi), MA 
rë fg; ЧН 


t . 
СМ — ту) < у G = l, "°, лу), 


чї 


ЕА ЫЗ 
g.) 一 2, Mui (a), gi) = >; ma 62), 
j= = 


则 {gicx)} 在 工 上 单调 下 降 地 趋 于 e), 0h 在 T 上 单调 
上 升 地 超 于 g). 而 对 ваба) ЯП} б») 来 说 :(3.8) 成 立 , 所 以 对 
非 鱼 连续 函数 gtx) 来 说 ,3.3 也 成 立 ， 而 任 一 连续 函数 都 可 者 
为 淆 个 非 负 连续 函数 之 差 ， 所 以 对 一 般 的 连续 应 数 而 言 ;C3.8) 也 
成 立 。 


定理 39 ik g(x) 在 RY 上 连续 ， Em g (x) (|| 一 


N Ч 

АУ}, F. Р, FR М G>, ЕСЕМ) М, 
i=1 

则 


im | y CAE) = | y OF (3.8.1) 
证 


| есер, Се) — | y EAEC) 


< || бого) — | eldF ce) | 


+ 


L... EOE = | EOE |, 


ЖАРЕ Е, (пс 1) 的 连续 区 间 , 且 使 
|&\х)|] < s, r A. 


则 
(fy APE 一 | y edF) 


HIME, 


< J), £G)2EF, (e) 一 | EFG) 


+1 3 


再 用 定理 3.8 即 得 定理 3.9. 
定理 3.10 р(х) 在 RY EEZ, le] < G (re R"), 


F,— F, Mi 
lim |м gd Fela) К POPLIN (3.8.1) 


证 


1 py EdE) — К #О4Р Се) 


< ||, BGE 一 | кбў4Р(х) 


+ |, gadr, (0) 一 ly gixa Fi) 


< ||, EAF — | Са) 
+ GCE,CR A) + F(RYNA)), 
由 定理 3.6 知 ; ЧИЛ FA Р, BJ УЕ ЖАНЕ 


FRSA < n (n 22 а), 


F(RMA) < 2, 
CRNA) zG 


于 是 ,应 用 定理 3.8 HJE 3.10, 


定理 3.8.1 Р, 一 > 下， 局 为 一 抽象 集合 ， 其 中 的 点 用 
SIR. £ glu, x) 定义 在 U x RN, REFR, MEHER: 
性 给 8 г> 0 及 区 闻 J, 都 存在 一 个 ас 0, 使 |а r < 5, 
к, z) 4 khz ee U 一 臻 地 有 

lelu, P) — glu, Ale, 
MIRI Е НОНЕ — AERAN 1, 对 неш 一 致 地 有 


im | еба, «dF (9) = | еба, x92 F (кх). 


定理 3.9.1 设 rF, FĖ(RO<M, ЕСЕК < M, 
еби, xz) 除 满足 定理 3.8.1 中 的 全 部 条 件 外 ,还 满足 


. J2 а 


im zÇ х) 一 0 (H neU — 8810), 
则 对 кєй —s#zyb 8 
lim Ís 有 Ca z)2ZF,C) = Ís glu, х)4Е (x). 


定理 3.10.1 设 F,— F, glua) 除 满足 定理 3.8.1 中 的 
全 部 条 件 外 ;还 满足 : 
|н, х) < G (x€ RF, нЕ), 
则 对 ée € U 一 致 地 有 


lim |x glu, х)2Е,Сх) == { glu, х) дЕ (ху. 


" 


注意 : Ж N = 1, z € ctF)， 则 定理 3.9.1 和 3.10.1 中 的 积 
分 区 域 RN 一 R 换 为 《一 ce， z), (—90, rol, [о 00), (o 
о), 28, 
| 事实 上 , 任 给 se>>0, 由 x. £ cC F) 50: ЭҢ 5220, (zo 车 8) EE 
с(Е), Feleo wa + 62) < в. 4 


z(u, х), хё({—со, х); 
Elu, х) = \рби, z)! 一 r=), xz € [ras to + 035 
0, #E [xo + 8, 0), 


则 


IN ) glu, z)eF,(z) 一 W. glu, z)aF (z) 
=< о Си, rd F, (х) 一 |, ACP DaF, | 
+ Í, Б.н, х)4Ё„ху — |, ACF 4F CE) 


+ || eCe Dar 一 | gl, DAF 
= в“, хь) CF,([xo, x 十 8)) + ЕС[ хо, х 十 DD 


„ 


+ || Go DAFOD — | (и, DaF, 


由 定理 的 条 件 有 充分 太 的 < € CF), 21р ғи, mD] < M << со, 


+ 23+ 


ЖЮН д = x (EWE (一 оо, х) == (— оо, zi2N[ xo х1)). 


于 是 


lim вир 
ж EEU 


=< 2e suplg Cu, | < 28м (£ > 0 可 任意 小 》。 


. 24 1 


tim 


шиа r 


第 二 章 特征 函数 


$1 定义 及 反 演 公式 


定义 11 设 РО) 是 定义 在 R 上 的 单 请 非 降 、 左 连续 且 
0 =< FG) < M 的 函数 ， 称 


Ко = (еар) Gem), 


为 Р(х) HJR (Fourier, J. В. J) 变换 ,或 称 之 为 РС) 的 伴 
ВАШ РВЕ УА. РНЕ, 准 分 布 函 数 ЕС) 的 博 氏 变换 称 
ЖЕ Ск) НЕ ЕК. УЛ БЕК Р (е) ЕРТЕ РА ЕК т РИК 
ВТУ Бе НОЕН Л. ЖЕ ЖЕН БЕЛЕ БЕ Ж, ЕЕ ЖС с. Е Ж. 

Ж.Р ХН, R' БАЈАТ НЕВЕ ЕЕН о Р(х) M 
的 FE) 唯一 决定 其 健 氏 变换 。 现 在 问 :两 个 满足 上 述 三 条 件 的 
其 伴随 测度 不 恒 等 的 函 教 FC), oR 的 傅 氏 变换 是 否 可 能 相 
E: 回答 是 不 相同 ， 因 而 准 分 布 函数 与 特征 函数 之 间 的 对 应 是 一 
对 一 的 ， 下 面 的 反 演 公式 回答 了 这 一 问题 . 

定理 1.1《 反 演 公 式 ) 设 F(x) 是 定义 在 К! 上 的 单调 非 降 、 
EESE 0б Flx) < M 的 函数 , f(z) BERETA WHAEA 
HI ach, A 


+ [F(b + 0) + F(b)] — s: [Fia + 0) + F(a)] 


= 1. ii 7 e — e 
2a ta |, — ^9. (1.1) 
证 +4 
r —и® — ita 
r= dl EETA (Da, 
7 } — jt fu . 
则 由 


| 


| t= zy — ee | 


< о а) (а н = G a) 


得 知 下 述 重 积分 可 交换 次 序 


则 


再 令 


I 


T -itb ава 
r = i | (| e Ue gp (о) 
Zæ J-TAJR! 


一 于 


T ib, „баж 
- | (g == e ш) нә, 
2л JR: Ҳут 1 


— it 


T e мы 
К», T, = | — D zz, 
一 了 —it : 


r= L | GG, Т, 8) — Ia, T, z9)4FG) 


Т{х-ау = 
= L| (| жае д) dF бк), 
= к! X 


g 
Т(х—Ь) 


Тіх— g) ; 
FIG) = lim Í i аш” му, 


Т-»ю JTirx—by т 


可 知 
т, a< x< 8: 
НО) 05. аа emh 
0, z< a В x b, 
HR ЖЕЛП 


二 | Hd FC) 
= IR 


= 26 a 


Ter 


| ROR: |. = арб) + | Zar] 
CFG) 一 F(a + 03) + — < (Fa + 0) 一 РС) 


+ “ (Е + 0) — Е(0))| 
„ Elh + 0) + F) _ Е(а + 0) Ela) 
— 


2 
车 能 征明 
T(x—&) 25 
Hm 1, == am 工人 (| . SY dy) 2 FG) 

= тее т JR Атру) P 

Тїх—а) + 
_1| [im | Ча» yy] dF (=), (12) 
m= JgR' [re Tix—by 0 


КЕЕ 1.1 得 证 ,事实 上 , 因为 
ei! 


而 根据 第 二 中 值 定理 有 


|, sing J, 
ШЕ; 


IN Sin фу, 
0 v 


而 sins/e EBRAR, НТ), 


Tisma) al 

sin E 

| — dy 
Tir— h) И 


< 2, 


所 以 


= 3 


Ж < RJ PE k. Alk. rB ВИДЕ РЕ И apii АП (1.2) У, 
从 定理 1.1 淖 出 Ж a, РЄ С(Е), WI lim Ty = Е(Ь) — 
F{e)， 从 而 在 其 连续 区 间 上 的 测度 值 由 O 唯一 决定 。 但 是 
所 又 由 其 连续 区 间 上 上 的 名 庶 值 了 唯一 次 定 , 因 此 ,了 密 其 傅 氏 变换 唯 
一 决定 . 
以 后 随机 变量 ,分布 本 数 、 淮 分 布 函 数 , 特 征 通 数 常 用 R. V., 
d. fs df’ c. É. ЖК, КЕЯ, 


容易 看 出 : 

1. 若 R. V. Xx 是 连续 的 ， 即 有 密度 函数 р). MXE с. £ 
=|. е 5 pda; 

2.Ж R. V. XX 是 离散 的 , 即 РОХ = хк) = pa 2, P 1, HJ 
XX 的 cf. 0) 一 Ў ера | 

3. X BJ c. É, кә = Е(с"х) EFE, 


52 简单 性 质 及 例子 


以 后 我 们 所 谈 及 的 随机 变量 总 是 峰 率 空间 (8， 97, P> БАЧ, 
НЕЖИН X, Y, Х„, Y, 表示 ,不 再 逐 处 说 明 ， 

命题 21 KEAR O 在 六 上 一 致 连续 , [f(D | < Ко) = 
F(R')=< 1, 0-2) = K) GQ Æ IARA. 


E ажо | Ces ена) 
<] [ек — LJA ECY + | 2487), (21) 
ЕЗБЕ т» 
任 给 „>з, 90 使 | Oci ав, М 


E А220, 使 | 一 1| <- Ош lel <А, А < b), 则 由 


C2.1) 可 知 
HGe +) – 001 <s (HE [А < kh). 

注意 如 与 无关 可 知 J) ER 上 一 至 连续 。 至 于 VOLS 
Ко) < 1, 3—0) = JG 可 由 定义 直接 验证 之 . | 

命题 22 ЖК) 是 随机 变量 X 的 特征 函数 , 则 a + БХ 的 
特征 函数 为 кб) Кы), JER e 与 5 是 常数 ， 

证 EBM. 

2827 Ж К.х), Е.) 29 а. Е, AC. „ә 为 其 对 应 
的 cf ЩЩ F Еж F, B c. Е 22 JG) = 15), б); 反之 也 
x. 


* 25 a 


证 ЮШЩ a= x, 1-55 <€ r. 一 上 了 使 


lim ар (хава 一 х.) == D, 
n>a 1ERSEn 


因为 е'* 是 连续 函数 ,F 是 有 限 测度 ,所 以 | FG) 可 以 表 


бр 


& F 82 - ЛЕТ (Riemann-Stieljes) 和 


К 
| p AFCE) 一 lim У AEC ka xnt+1)) 
а.б) т — к=1 


k; А | 
== jim Í ‚ У! са F [хару ханы —у))е' Е, Су) 
K 


m= 


k=1 


令 a— —co, b — co, PIE 


Í ‚ edF) = l ‚ ea F C) * | edF OD 
к R R 


此 并 /GOD 一 C) ° GD. 

友之 ,车 FG) BJ c. Ё. 为 JG) = BG) БӘ, GG 是 F G) 
的 c.f.), 则 由 命题 2.3 的 第 一 部 分 知 ; f(D 是 F,* F, йу c. f.. ЇН 
据 定理 ll, а. É. 到 c Е. 之 间 的 对 应 是 一 对 一 的 ;所 以 一 Еж 
E;. 

Ж 8 X,, X, BQ c. f. ÚX d. f. А pG), hO 和 F(x)， 
Р(х), АГЕ ИШ ЇЙЇ: 

1. X+ X а. Е. 22 Fik F; 

2. X, + X, ËJ c. É. 2) р) О). 

命题 24 R.V.X Чс. Е. уг) 是 实 值 函数 的 充 要 条 件 是 : x 
的 d.f. F(x) ЖЫЕН. BE F = 二 1 一 F( 一 x 十 们 ,也 就 是 
РОХ < x) = РОХ < x). 

证 ”充分 性 ， 若 X 的 d. f. FO 是 对 称 的 ， 即 XX 与 一 XxX 有 相 
司 的 分 布 函 数 , 从 而 与 一 大 的 特征 函数 相同 , El O = fi), 
但 天 一 让 一天) ， 所 以 fü) = РС), ЕВИ f(x) 是 实 值 的 ， 

DEHE, ЗХ с. Е. 500) 是 实 值 的 , 则 0) 800) Ke), 
юх Ы 一 和 АЕР, АХ 5 —Х НА Тва 


» 29 « 


Зх, ШЕ X улун pA Pak SLST). - | 
例 1 жа. F(x) 只 在 x 一 4 这 点 有 正 测度 , 则 称 Fo 是 
退化 的 , 记 之 以 sC), в.) 称 为 零 一 律 。，estx》 的 特征 函数 为 
et 特别 地 等 一 律 的 特征 函数 为 1， f f 
例 2 Ж Xet х, 租 互 独 并 ,上 且 具有 公共 分 布 ; 
Р(Х, = 1) = p, P(X, = 0) = q, p + q — 1, 


则 s, ~ 5х, ДЕСА Б: n, p) 
P(S, = k) = bik; fy p) = (, ) a=, A= 0,1,-1 1, D 


中 (+ \ 是 + ДАЧИ k AB938538, 5, 的 特征 函数 为 ; 
0) = Cpe" + д)". ис 
03 EXHEGIR (Poisson, S. D.) 分 布 : 


РХ = &) = i a k= 0, l, 2,13 


И] X Е ЖК % 
Ко = > сі га ра йез, 
на хиа NO, 0), MX DERA: 
К) = е". 
事实 上 ， 
о | она cien, 
к WE 


s 


3 


一 z {ке 3 
~l Ia 


(сус 
j. Z= 
所以 可 以 对 O 积分 号 下 取 导 数 , BH 


. 30 = 


ei lar < оо, 


iret 1. стах 
2л 


ls „ 
-f -= 1 e 一 sin zx d£ 
R 


ум 


| = — } j. Z eit coste = — tfh 
所 以 解 
EG) „ш 
Ке) 
得 


log 基站 一 一 r + c, 


而 0) 一 1， 所 以 z 0, EB 大 站 = еі", 

更 一 般 的 ， 藻 式 服 从 正 态 分 布 М(а, c), MXARE 
Кә) — Кел ый 

й5 ж кө, һб) 缘 为 特征 函数 , 则 401 A һо 
亦 然 ， 

Йб Æ PCX = a + Ки) = pio >ур,—1, ШКХ 
FART, w ННЯ. ХВЫ РАЈА. 存 
在 一 个 гате 0， 使 藉 的 特征 函数 f(D 满足 (К) 一 1, 

ш DEE 车 所 服 愉 格 子 点 分 布 , 则 


HD 一 > еа gs, 
k 


f Зя маі 2= N! — 1. 
Ц) |) 
® = 0, 则 fle - г‘, [Сг | = 1. 

лу. EE fi x5 0, 使 (2) 1 == 1, И] Кы) к= cata 
所 以 ` f 


令 u = 0, 则 


1 一 eot to) ~ Ele sitixto), 


. 31 œ 


从 而 
Е (соѕ(Х — a) = 1, 
ВК: PO 一 cosr(X — а) = 0) 一 1， 也 并 
Р(Х — а) = 2&=, K = 0, +1, +2,0) = I. 
令 


ге Р(х = а + ZE) ( 一 0 ж1, +2,:::), 


则 5) px 一 1， 此 邯 交 服从 格子 点 分 布 ( 其 间隔 «= 22. ) 


Ж En Sh ЕЧЕН. НЕХ HJ c. É. Ко 满足 
КА = КА 1, АХОВЕ. 
证 若 WODI = VG) == 1, НИ 6 可 知 : 


-P(X~at 20) (& = 0, +1, +£2,--.), 


а P (X — = + =) а-о, +1, *+2,-..), 


> F = ia = 1. 温 设 和 不 服从 逮 化 分 布 , 则 有 p. > 0, 
k k 
P, > 0, Da = 9з Ps "= Gep Prl 
[a | — 
to 
Вл 5 л 之 比 为 有 理 数 ， 系 得 证 ， 


2: 
(л, 一 m) 25 3 
А 


з 连续 性 定理 

在 $1 中 我 们 看 到 了 :， 准 分 布 苑 数 与 特征 函数 之 问 的 对 应 是 
一 对 一 的 。 现在 我 们 问 :它们 的 对 应 是 否 有 某 种 意义 的 连续 性 ， 
БЕЙ, Ж Fas FO ER Ф.Е, 0,00), 0) 为 其 对 应 的 
c.f Ë ps 一 > Р, [ЖЕН f, — P 反 过 来 ,着 hf DE 
FA Р, 一 > FE? 上 述 两 个 问题 的 回答 都 是 肯定 的 . 

EEI d.f FO 和 F(x) 所 对 应 的 cf. 为 KO 
和 300), # Е) 一 > Ра), Ш 


. 32. 


lim f,G) 一 fG2 
在 + 属于 任何 有 限 区 间 上 一 致 成 立 ， 
证 “此 定理 是 第 一 章 定理 3.10.1 (ОЮ ЖОЕ. 
定理 32 设 d.i FO) 所 对 应 的 c.f. 为 б), Ж 
lim і.) = FG), 
[ae,]【〔 在 勒 贝 格 测 度 下 )， 则 存在 唯一 一 个 有 限 测度 Е, 使得: 
(1) F, — F; 
о) Ко) |, етар Се), (а.е. СЕЛ ТӘ. 
证 由 第 一 章 定理 3.3 1, 为 证 (1), 只 需 证 明 {Р„} 的 任何 
一 个 弱 收 伍 子 列 都 收敛 到 同一 航 限 ， 
ER (F,) 的 一 个 弱 收 伍 子 列 {G。}， 
с, Е, 
EEF 5 [G,) 之 选取 无 关 。 事实 上 ,由 第 一 章 定理 3.9.1 有 
lim Í =L 46,00) 一 | em LIFO. (31) 
R tx Ix 


яш к! 


令 G, 所 对 应 的 с. Е. 为 „б, HT {gs,1 是 {f,]} АЯ], З 
lim gG) = КО), Lae], 


因此 


im | 221 ;G,G) — tim 977 — {fan. 
Ra „К x m Дф Р 
RA (3.1) 得 
\ ди = | Ear, (зл) 
对 (3.2) 求 导数 即 得 


HD = |Р), (а.е. 


因此 ,由 定理 1.1 得 知 F 被 FG) 所 唯一 决定 ,而 与 子 列 (G,1 之 选 
取 无 关 , 这 就 证 明了 (1D. 而 在 此 征明 中 还 说 明 下 的 傅 开 变换 确实 


. 33 + 


与 JG) [sa.*.] 相等 ， 因 (2) 也 得 证 . 
定理 33 4 dE FO 的 cf 为 (DD， Ж 
lim 无 GD = fG), КО 在 0 点 连续 ， 
由 | [ 
(1) Е) — FG); 
(2) Ko 一 j. EZATT 
(3) m AO) = 000), E: ГЕИ а Е У, 
Е 因为 lm f.) = G), MAARE 32 得 知 
F, — Е, 
Н. 
KO = |, вав, 1.61. 
但 0) 在 + 一 0 连续 ,所 以 | 
Ко) = | ак), (3.3) 
而 
Ко) = lim 00) = Em |2,00, (3.4) 
所 以 由 (3.3), (3.4) 得 知 ， 任 给 8 > 0 ， 存 在 m 及 1,， 使 得 当 
п 22 т, ГОР 时 有 o 
F,(R!3 = ЕГ) А 
因此 ,用 第 一 章 定理 3.6 知 F, —— F, Ж 
Е„(х) -一 > Fx). 
这 就 证 明了 (1), 由 (1) 及 定理 3.1, 本 定理 后 部 分 得 证 . 
定理 3.4 Ша. f. F,G) 所 对 应 的 c.f 为 KOD. Ж 
hm G) = 1G) Ой |] < a), B. {0 # z = о, И 
(1) {Р} НЕС {G。} W rtt; 
(2) Ra) BARATI СЕ 4. E) 的 特征 函 
数 在 [li а 上 与 fy 相等 ; 


а 34 = 


G) lim j,G) КО 在 [e <s 上 一 至 成 立 ， 


证 (1) 令 G, -也 G, G, 对 应 之 ef 为 ne Н 
一 章 定理 3.9.1 得 知 


tim | GW = | S 14660, (35) 
Е zx іх 


ві i 


但 是 

lim С) 一 FC), [21 =< 8, 
ГАО АОИ: 的 子 列 ; 所 以 

lim ga = Ко, || < a. 
ЊН. 


. еб — 1 t 
ш» | E аб, ~ tim | с.а 
K іХ А) 


m= 


= СОТА <. 
HERRA (3.5) 得 


даа | ESLa elca. — G.) 


Ix 


H (3.6) 求 导数 得 
HD = (нассо, Га е], || < 8.. 
又 因为 JO) 在 上 一 了 连续 ,所 以 


10) 一 | 4С (х), (3.7) 
0) ~ lim gC0) ~ im | 26,05), (35) 


比较 《3.77 和 (3.8) 并 应 用 第 一 章 定理 3.6 得 知 
G, — G. 


(2) # с. — G (ишни C) 这 样 的 千 列 {Gs} 是 存 
在 的 ), 则 由 第 一 章 定理 3.10.1 有 


| AGO) = lim | eG) = lim аб) КО, (33). 


. 15 а 


在 || < 3 上 一 致 成 立 . 这 就 证 明了 {2). 
(3) ЖЗ) 不成立, 则 存在 6 > 0 K s, E 
ар la GO КО! > С) K 2 1), (3.10) 


由 于 {O 是 tp 的 子 序 列 , 所 以 由 本 定理 的 C1) 和 (C2), {Р} 
有 子 列 {Gl 使 

| G, — G*, 

lim set = G) {在 FE] < 8 一 致 成 立 ). (3.11) 

(311) 5 (3.10) 矛盾 。 定 理 证 毕 . 

31 3#f.,G), G) 都 是 cf ,而且 0,00 — K), WI G) 一 
Ке) 在 “的 任何 有 跟 区 间 上 一 致 成 立 ， 

证 ”由 定理 3.3 即 得 . 

R2 Ж hO, Ке) 都 是 特征 函数 ,而 且 fa ко» z, 一 
tos MH 0,0-9 00). 

АСУ Кы) < C СЭ + lC 一 天 到) 
所 以 ,由 С) 的 连续 性 及 系 1 ED 48 # 2, 


54 Ж & = 


在 这 节 中 ,如 不 特别 声明 , 恒 设 Ес) 和 О) ДУШ X BJ d. £, 
和 c.f. Xk X' 与 二 的 分 布 相同 , 则 —X' BJ d. E. 3 1— F( —<x—+ 
0), с. Ё. 为 JG). 再 设 X 与 X’ 相互 独立 ， 则 X' = x — X' 的 
а. Ё. 为 ЕС) = Е(х) *(1 — Fiert D) c.f. 为 KSF. 
定义 41 е Б.У. ХАК, bn 


Fla) < > Fla + 0) 22 +, 


ШЛ, Х— нў d. f. 为 FEG 一 Fiete), c. f. р су), 

Е(—х) = Р(Х — X' < —z) > Р(Х — z< — x, Х' — z 2: 0) 
= Р(Х — а < —к)Р(Х' — н> 0022 5 Fema); 

1 — F'(z) = P(X — Х' р z) 22 Р(Х — x > x, X' — а' = 0) 


= 36 + 


= РОХ — и> z)P(X' а < 0) > 二 (1 Ее), 


(1) WETER | 
O GDES YOKO — RUUDI (41) 
I 一 ROCD < 4(1 — EJHL (4.2) 


其 中 AG) 表 了 的 实 部 . 
证 HER (Schwacz, Н. A.) 不 等 式 有 


IKO Кер = || 0 ~ dE 


R: 
<| ， еар оо 11 — Раға 
R R 


= 


= 0) ja (1 е) (1 — e 854 F (e) 


а 


= 300) Ja 2(1 — cos hr)d F (x) 
= 2{(0){К0) 一 RG: 
HL RGO {1 — RUCA 
= j. [4{1 一 costz) — (1 一 cos2#z)]d3 F (x) 


[{4(1 -一 costa) 一 2(1 一 cosz)]d F (x) | 


_ j, 2( cos s — 134 F (s) > 0, 


ЖО ЖАО ÈR V. X, {б f, ME 
ваа (hi <), 


lim }„С = 1, ге (— 00, оо), 
证 用 增 量 不 等 式 (4.1D) 可 知 
E= RECAPS AO 1.00) — О) 
= 011-0001 +211 — 0.60107, 
Н lim f= С 7) 可 推出 
lim 加 (四 =] (}&2Т), 


. 37. 


由 此 递 推 即 得 lim f,(2) 一 1, 45 【一 ce 00), 


(2) 积分 不 等 式 
设 4<10, 5]，4 为 一 维 勒 贝 格 可 测 集 , 其 测度 值 
L(A) = p > 0, 


首先 我 们 证 明 
— eos Pe 
|, (1 co Adi = lal > TaY 
pi (4.3) 


> 268° + А2)(1 + 42) 
证 由 于 函数 * 一 sn — © 在 一 0 或 时 为 0， 而 且 当 


s 充分 小 时 它 天 于 0, 它 的 导数 在 (0, zx) 内 只 有 一 点 为 0 БАД 
s — sin, 5 G =<, =<). (4.4) 
当 4 = 0 В, (4.3) BARL. 再 设 2720, 50, 0 26 B. 
使 45,12w 为 整数 的 最 小 的 数 , Wi 


в, < в + 2 ас[о, 2], 


若 把 (4.3) 左 边 的 积分 区 域 ALCA) = о) 代 之 以 [0, 3.1 中 
219. 个 互 不 相交 的 长 为 22 的 左 端点 为 2hz/2 (k= 01,55, 
29, 一 1 рр, MRSE R 


ii-i tagze, 


а FA 
| (1 — созд с> > jas (1 一 cosdi)ds 
4 keo “x | 


яё 


1А 
一 2. | (1 — costodt 
= 0 


BB (4.4) 即 可 得 


. 38 . 


pa 
(28 + 2х)1" 
此 即 (4.3) 第 一 不 等 式 对 1 > 0 шл. їп (43) 第 一 不 等 式 两 边 部 
是 1 КИ Б.К (4.3) 第 一 不 等 式 对 4 三 0 也 成 立 。 而 (4.3) 第 
二 不 等 式 直接 验证 即 得 . 

Hi C4.3) 得 


|, #(1— Ha == j , l. (1 一 coszxz)dtdF (z) 


|, (1 -一 соз Ағ)а? = > 


= 


> 208% + 4) | 1 + = 
车 把 不 等 式 {4.5》 用 于 Fe) 和 кон 则 得 
[= ае > дЕ"), (3.6) 


基因 为 


dF (Cx), (4.5) 


je ті 1 + = 


2? 


Се» ТЕ АР! Осу 


| T> ano = 


+ 一 一 ÉE — D 


-一 | FO T ру тру + yt 
fams 


+ (1 "ттр 
= f G — FG) + Ра) тру 
1 № нү 
> 3 Í, -_ G) + Re Огу у" 


дЕ“), 


所 以 
me {реу „#__ 
|, а — O Da 2 то 176 үтү |, ' 1+ а 
Ж ЭЖ» Ж 4 = [0, 2], [1 (4.5) 还 可 以 加 强 为 | 


dF. (4.7) 


. 3 > 


mle) ү {1 RUMMY | EP) 


въ 
< ме) [t RH) a. (4.8) 
1 й sin £7 х? | 
Е) 
1 __ in А __ Sin zz 1 + х? 
MCE) inf (: \1 та ) г! ). ) 
事实 上 ， 


раа | (ËO — —2)a6) FG 
— Í. (i _ iur) 1 = ; E dF, 


ЖК (4.8) 成 立 . 
G) жита 


Ф r 为 任意 给 定 的 正 数 ，(7) 一 | 


r. ERREA FEE or) Xa, 
因为 


|е Ср) = IÍ = | 《er 一 at 一 1DaF (с) 


R. 


< r2F Ск), 则 \аСт) |= 


一 | i (ena — AFD + iafe) dF (= 
xlr . >т 


lxi 


+ Ж (еске 一 工 一 МЄ: = а(т)))4ЁЕСх=),» 


所 以 
Тасср) — 1 | 
=< (2 + jer) | АЕ) + = L... (x — a(z)YaFG)D, 
XE өз) 


бк и) = (z — afr) + a(z) — py 2 (х— а(т)у 
+ (ulr) — ul — а(т)), 


„яй «+ 


(z — a(z))! < (z — p) — 2(а(т) — uNa — а(т)), 
所 以 
баак) < |. (е пуа) 


Јоле 


+ 21 s(r))a(z) Í. ¿FG 


(б юа) + 201 + 0с { FG. 
к|<т < lalar 
代入 (t.9) 48 
Гаагу Тра Са + r)r# + rl|+l| + 2] Í u dF(ax) 
p 


+Í o EDRO, (4.10) 


简 记 alr) — a, W Jal <E 时, CH9) 可 化 为 


е Су — 1| =< (2 + т) 
x | ы. (з +1 z) Саа _ dF Осу 


{т— ail + (r — а)? 
T|. *@— 2) ts TA FG) 


= É +rhi)( + £) + Zhi + =n] 


(z 一 аў К 
x í. F Gay dF lx) 


— yY r 
— Alts т) 上 у FG. Оо. (4.9) 


当 |w] < = 时 , 仿 (4.9》 (4.10) 可 化 为 
Кы _ | : Сх 一 » 
LKO = 11 бф») | тА арн), 
至 和 用 (4.7) 得 


rp py EAD уа 
j, 1 + (Cx а) IFE) < 一 F pa 101242, 


. d] >» 


所 以 
ее) — Ц < BG, +, 8) | Q 1601904, 
因此 
Гете) = ае Bz, 8) а — |). 
但 是 , HH (4.5) 有 
|, [е Сс) 一 1|4т > í BR — "ууй 


— 1 | za pt. 
> 2(1 + 42) j, 1 + (z — а) IFG), 


所 以 


(х — а) “(1 ш 
|. гоа) < B(z, о) ka Дор 


( lal <=). (4.10 


E 3B (4.10) 用 之 于 Fr(x) 和 ег), ПР F (4.10) 
tH 的 F(z); £C), #*› a(r) 分 别 代 之 以 Ех), г), 0, 


с) | ЗАР) = | (x 一 pdFCx) ВГ. 即 我 们 


іх 1 <т 
£: 
Ра Ө, —i| < [22 + r || + 2] |, > 4F°(z) 
Ë 了 Р 
+£ | PaF G), сып) 
其 中 (т) = u + alr), 
但 是 
| авиа) ч LEL | ri 48—00) 
і» т? Гас Ir T 
1 + т? а? 
< |. == үк Fr) 
| юред < Q +) j. !<т 1 $a Еч) 


. 42a 


<( + | = - АРА), 


R l] + 


把 上 述 二 不 等 式 代入 《4-11) 即 可 得 
ее) — 1 | 


= (1+) (22 + а + I арна), (4.12) 


т? + x 
再 利用 (4.7) 即 可 得 
Петю) — 11 
(38 у || 23402 4л?) 
< + 5( = + +) 
x f (1 1да, (4.13) 


特别 地 当 1 SS T B, (4.13) 变 为 
Гер) — 1| < L CT, r, pa 8) | CL = [ERN dt 


(IS Т). (4.14) 
H (4.5) 91 


|. 1+ (x — bf r 4Р0) < г 


х | RA a e P Y dt, 
特别 地 , 若 A= [0， 11, 则 ó ж= p = 1, MEATH 


Cx 一 D А 
j. Y ayy: dF) < 2(1 + 1) 


x í [1 — eTO dts 
再 利用 (3.13) 则 可 得 


(х— kir)? 
|. IL Bp EO 


< 2(1 + а) (1 + (1. +++ 2) AG tar) 
2 2t ri p. 
x | Q — JKO Ddr (4.15) 


* 43 а 


(4) 几 个 积分 的 估计 . 
| dFCr); | xd FCs); | (x 一 РЭР (z) 
[сае ПЕ І = ж1<т 


7 (aaa (z _ 04Р) у. 
G) XF |F) КИ 


ref 


| dF < L` dF (z) 
slar т? 


Іх бэт 1 р i 


利用 《4.5) 则 可 得 
Í ¿FG y < E a) . ite RU — Кой 
Iz] РЫ т? 4 


EEL, ps8) | RO — 00040, (4.16) 


类 伏地 ,利用 (4.7) 则 可 得 | 
к 1 + т? 22 и 
dFCe) т Ü... Е") < т? |. 于 十 好 < ө) 


| 
<и (оа 
+£ A 


г? 


EE Lles ps | G HOD, (4.17) 


利用 (4.157 уЗ 


I+? f (к by _ 
| a FO < r” j, 1 + (+ — (z) IFG) 


<J + 2 (1 + а) + r) (2. + + 2) 
т? 2r т) 


х Art] (一 区 Da 
Ё 4 
EE LC, т рв) | (1 OPa (4.18) 
GD 关于 (2Р0) 的 估计 


. 44 n 


1 
2 < 2 | E gF 
| > dF) = а tr ) Jizlcr 1 + a? (=) 


2 2? N m Е 
<ажа) | 20409, 
利用 (4.5) 可 得 
Í rd F (z) < (1 + 22) хељ | RO — Ке) 
АЕ P. 4 | 


EE Lr, ө, 0) | (1 一 KD)ar- (4.19) 


(ш) (аво (| ало) 的 估计 
由 《4.19) 得 


| a PAEO < Gr. ps 8) | O — O Dans 


Iz—ul<r 


但 是 
人 24 Ех) 一 |a (x — p Yd F (d F Су) 
> | Ke a a py — n) 
+ б ШИ ЛГ | 
= 2 | ые (х 一 sar dF бу 
(| „те Y 
=2 | (一 PFC 
— 2 Í... G ш edF (x) | мы aF (x) 
—2() ,Ce нао), 
所 以 


ly=pi Er 


* 45. 


(х — в) F (z) | а dF (ху 


< | р 
-lze ре [r 一 上 | 六 


+ LOr, ps 8) G 100 19842 
2 14 

< 20L, ps 8) | (1 — 10004 
СИ D| G — 100194 


“кт, о, 8) | G — KO Dat 


$5 түн ЕТ 


(4.20) 


定理 51 设 Ko 是 R.V.X 的 c.f.， #0) 存在 , 则 


E(|X]”) < so (0 =< r = 2n), 
证 Ф ago) = ЖА) 一 其 一 后 ， 
AGO = ALAFO) 
k 
-> cy ($) IG — 20A), 
с. і | 


(& ® 27， 再 令 F(x) 为 和 的 d. f. DH 
900) 一 Бъ ACEC) 


aso (2А) 
ра > с) КО — 204) 
$o C24)" i 
4 〔26 ?2 


In 
= |{ _ 1 | — 13: 2п 1028-ж 
йа Солун |. 2: 02) ар) 
=i r Р — РЫ z P 
|. ш) =e 


.. 46 = 


+ „а x 2я 
че lim Í (з) ФР (ху 
Rt 2А z 


=i СО CA) ағ. 
但 是 ,由 法 都 引 理 有 | | 
E([|X]2) 一 | lim х?" (a= y dF (z) 


=. 0 


сү м í sin Ax ү" x 
< im |. > (FEN arco, 
E P 存在 ， 则 
因此 EXI) < оо, АЕЛИК (Неме, О.) 不 等 式 可 
知 ECX < so (0 < r 2з). 

定理 $.2 Ж Е(|Х|"у< оо, Ш КР) RE ИЕК: 

Гб) = | „ Са) тета (a), 

证 е (ЕЯ. Ж ECx) < с, НЕДИ SK 

化 定理 可 证 
r= j. E (er)aF E) ~ | eeta E е) 


是 :的 连续 函数 . 
设 定理 对 = 一 克成 立 , 往 证 它 对 = 一 天 十 工 也 成 立 ， 事 实 上 ， 
EEEH л =k Лл, EdD < oo 时 ， 


PPO 一 | errr) GF G) 


Ж + 的 连续 函数 ， >й E(X] < co, ЖЛЕ ШШЕ sx 
定理 可 证 : 


ГОС) = j. (іх) а Е Сх) 


是 :的 连续 函数 ,定理 得 证 . f 
下 面 我 们 简单 地 讨论 一 下 特征 函数 JG 的 泰勒 CTaylor, В.) 
“47 а 


ЖЖ. 以 a. 记 Ё(|Х|"). 
定理 5.3 Я p<, N] 


JG) = > Орт +o) 
= > FOO) Z вои) G—0). 
к= 0 &1 


证 因为 н. < co， 所 以 1(1) 有 +# 阶 连续 导数 , 故 得 
ко ~ Уә) + 十 | nG Foni 
к=0 


— 1); 
= уге) + P ig) О Da. 
*=@ Á! ~i} 
令 
осуу 0) 
s= OE 
e= eee = onu, 


则 由 Fe = ч Сауна (е) 得 : 


OT < |, аво = а, < о, 


АТА 
| | 人 А 
[Rii < =, |, (л — 1) a Ёа nl Обу б | 0). 
К. & „гир IG) — (021 Ë CEDA 


< smp OO — Po E ~ G) (а-о), 

定理 54 Жр <o (о<чё<1), HI 
== ў КӨС) 4 1—4 — _ 2 
ко 名 t O me (1 + 2)Q2 + 0) (n + 8) ° 
+ 48 + 


其 中 181 < 1. 
证 ”由 定理 5.3 可 知 


ко = У) ав, 


|А, 一 IN [PC але ~s)" 


r 
-eee roje 
但 是 
所 以 Je i 2070 [за |0 (0 <a < 1), 
IR. || 09 (I. z112 игру); 


Ыы 


| SE £" ds 


o (m — PD! 
_ t xo] — ууз ints 
= 21 Li ñ Í х? d 
Ë +ë ° (а=). = 
ЕГ — | æa m х)" dx 
(п — 1)! 
= aa U в(в+ 1, 
Bata (x — 1): ( п) 
— о АС + 9:00) 
= Er 
(n — 1): Tl + 1 -+ n) 
a А atā 


7б аав Ta — Dr 1! 
Г(8 -+ 1)(n — 1) 
YX Tiel +8) + 6DT(1 + 6) 


ias 


(1 + 8X2 +8): - (n + 8) 


1—48 
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56 PACAR е-зниха 
定义 6.1 &Ж3% ШШШ 00 是 非 负 宗 的 ， 如 果 它 对 任何 


< 494 


ІБ К» ;任何 实数 л, +++, tf。 及 任何 复数 s... F. WE. 
> У КоА), 20, (6.1) 
=í j=l 


其 中 fr H 5, КОЮ Е. 
ЗЕЕ f(z) 具有 下 述 性 质 : 
a) #0) >а, 
EXER o= l, л = 0, ml, Ш (61) 得 知 


№0) = У У К C JSE, 2 0, 
k=1 }=1 


(2) 对 年 何 实数 1, 有 KO = К). 
事实 上 ,在 (6.1) 中 取 = 2, д 0, а, 则 有 


0 =< > > JG; — г.) 
一 (0231[5 12 EPE A fi + КЕЁ. (6.2) 
此 即 С) ОЕ, ЖЕЙ. $ Ке) tipo Ко= 
motifs Ebim T +i, Д] £5 = у — 8, 2 7С) 3 T BS 
Е. 0 = ОНС) Е, + KOLET, = оё 十 В as t PY, 
因此 (о, 一 а) + (В, + BY = 0. ii £ 5 E, 可 以 任意 ， В] ғ 
i a a AER AA e, о = 0, B. + В. = 0, 此 即 К—2) тт 
K = 《om 一 сз) + (ñ, + &,J 一 0， 也 就 是 К) = K —:). 
G) 对 任意 实数 所 有 Ol < 100). 
事实 上 ,在 (6.2) 中 令 Z= Jay, P = — |001, ИҢ 
| 0 < 2500011001: — HEH EOF. (6.3) 
E КО = 0, МІ (0) 20 Ж КО) aoh Ж Ко = 0, 
ЛИНЕ (6.3) RER FOl 即 得 Ol < 00). 
Ж жое) 是 非 负 定 的 , 旦 100) 50, M 0) = 0. 
定理 61 Eik (Хинчин) - А (Bochner)) 若 f(z) EE 
ЖОБА. 0) = 1, Ш KD ЗЕЕВА Я НЕ: JC) 是 
随机 变量 的 特征 函数 ， 四 


* 50 + 


证 ЖЛ. 
ж) 一 | чарс), PO) Æ d. f WIEREEK n 


实数 fis ° * "s fas 复数 Буз 上 都 有 
>) ава = >) >: (j, eee) 5 


k=l }=1 
m | 5 


必要 性 , 
HT Ж) 是 非 负 定 的 ， 所 以 G) 满足 (6.1); 在 (6.1} 中 取 


x = =, E = е7, Ж 


тых. 
=1 


2 
dF) > 0, 


my æ l Ч k — i Ttapa 
PP) LSS (t уе m0, (64) 


最 然 ,(5.4) 右 过 的 和 中 使 k— ==” ВОНГ N — || 项 ,(r 由 
—N+ 1 变 到 N — 1), 故 得 i I | 


PPT D E (2), 
=E w- (E) 
JE БУКЕ с”, 并 对 x 由 一 x 到 积分 得 . 
{PPO ea ~ > (1— lzi) (z) | erde, (6.5) 


r =— № N 8 
因为 
т w D... r == <; 
| Кы хь = I 
_ 2л» ғ = fy 
所 以 


„ 51- œ 


[тол -( Шш} 


НП 
lf (z ) 1 | ‚ ， 
L — -i — | =æ- {л} fz 

( 5 H 7)” 1 Р(х) едк, (6.6) 

© 
A [° рева, -r = zx = x; 
а) 2л }-+ 
Еа) = Е (ж), x 2> xi 
Ек), x< — m, 


则 F(x) 是 一 个 分 布 函 数 ， 所 以 (Р(х), N = 1,.2,:-:.] 有 
一 个 弱 收 笋 子 序列 FEG. BÆ 
х = m; 


рй з = Í 


Ü, x= — m, 

ВТ АР CG) 全 收 伍 ,从 而 其 极限 函数 Рес) hj yq Es. 
所 以 ,由 第 一 章 定理 3.10.1 有 

| äm | _ | ара) 


Ë >= 


= |; ізх in) == іЯ te); 
- lim fe 4Е{0 (х) fae дЕ" (ж) 


а= |, | Ек), 


п) а) 


。 1 {= К и 
= lim > [PRE *дх 


因此 


一 人 dE a), (67) 
x 


令 Fam) Fe” (Z), 由 于 


» 5 


Fin) (z) 一 И * 
ТЫ F. Ow) 的 с. Ё. 为 

= | еар), 
因此 


= |... evadF ny) = f (+). (6.8) 


SER, RIER k= kar), të 05  — £ < Z, 
则 由 FC) 的 连续 性 得 知 
КО = tim #( +.) = äm (©). (6:9) 
如 果 能 证 fim fO 0, ЖИН jC) 是 特征 函数 和 fC2) 连续 
可 知 Со) 也 是 特征 函数 。 即 定理 得 证 。 


由 (6.8) 及 (69) 有 
imho = зө] p =A] + (=) 
Ко + in (00 - (k). с бл) 
令 9 一 :一 芯 ， 按 的 取 法 就 有 0 < 6 < 上 上 ， 按 函数 LO 的 
定义 有 
<f o let — Пар, (к), 1) 
ЛЕН 
ШОИРИ т 


a 53 «+ 


- | ‚(е — De —1)4Р„(х) 


= J)... | 2(1 一 созӣх )4Е, (а) 


=V IR — у„(Ө)). (6.12) 
因为 当 Lp 1, —== s= е BF, соза < созра, 所 以 由 
0= 10 <1 得 


#Z(1 — (03) = | , (1 — созба}4Е„(х) 


[Г-та 


一 (l 一 cosnBÜz)4F, (nz) 


< | (1 — созв)2Е, (ве) 


{—х+т] 


= f ,C1 — coszjd FY Cg) 


一 有 人 


-0 cm 
综合 (6.11), (6.12), (6.13) 得 

con (fT a. es 
出 于 КО ER. 0) 一 1， 所 以 把 (6.1 匀 对 а-ә co 到 极限 即 得 
AO — }, (| = 0, (6.15) 


DL (645) 代入 《6.10) 即 得 f 
lim ЬЧб) = IC), 


im 
я 


定理 证 毕 ， 


7 多维 赎 征 函数 
定义 7.1 W FCs "1r, лу) А RY 中 的 准 分 布 通 数 . Ж. 
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КЕЕ "5 ік) 一 | N ehant tinand FCs 75 хы) 
R 


为 Pes ++, ху) RJT ERZ. ЕШШ, Ж Flr .... хк) 5 
分 布 孙 数 , 则 其 特征 函数 育 时 也 称 为 Fa, +, ху) 所 对 应 的 随 
МА (ОХ, +++» Ху) W ЙЕ БЕК. 为 简单 计 , 有 时 简写 Каз» 
15), F(x;i "ve, xy) 3 jG), Fe), HD an Б + tyty 简写 
Жік. 

定理 7.1 d.f FOO 的 c.f. JG) RA TEREM: 

(1) lG < HO = ЕСК) < 1; 

(2) Ko = К; 

(з) jG) 在 RN 上 一 致 连续 . 

证 只 证 (3)， 事实 上 ， 

ft о < |, еар) 


<Í eid + 2| „ dR). 
-4 4 


R 
任 给 8 之 0， 可 取 A, 使 э, “FG < 三 ，4 取 定 后 , S h Ж 


Лх, BJ tE |1 — e] <= (z€ A, ЈА] <А), ВД 


(Gf <s, JA] < A. 
ЖЯ Ко) 在 RY 上 一 臻 连续, 
以 下 我 们 上 只 讨论 分 布 沙 数 的 特征 立 数 . 在 一 维 的 情形 ， 我 们 
兽 建 立 了 分 布 庙 数 与 特征 漳 数 的 一 一 对 应 关系 ， 证 明了 它们 之 间 
ВУЗЕ ВЕЕ. 在 这 一 节 中 ,我 们 将 对 冯 维 的 情形 :证 明 类 位 的 定 
ж. 证 明 方 法 与 一 维 完全 类 似 ， 在 这 一 节 中 ;如 不 特别 声明 , 恒 用 
KO ЖЖМ d. f. F(x) 的 с Е. 
WI72 ( 反 演 公式 ) 
设 Ai 是 恰巧 属于 La, èl 的 7 个 面 上 的 点 所 构成 的 点 集 ， 
(31,2, N), T = (а, зз, ім), HH 
1 


FCA) = F(Ga, Ь)) + n FD 十 .十 (3) ЕСА) 


.... 


МА еар i 
= m | (П — Koa, 
ге, (т.т) j=1 nÉ; 
=L N 


特别 地 ， ж [a, b) E ЕҤЖЕ ЖН, Ш] 
FE([a, 6)) = Е([а, 5]) = F(Ca, Ь)) 
N, poit; Srey | 
к= + ё FT — д i 
注意 А” 就 是 Га, РТ 的 全 部 顶点 . 如 N 2, Le, b) = [au bt 
аз, 01), MU A ЕРОС] (а, 2) 的 四 个 {不合 顶点 的 ) 边 ，41 就 
Ж Га, Б) 的 四 个 项 点。 


证 $ 
N i Ї 
1 Т; , Ф = | ( ë ri — e і i) 
(T; a, Б) F.T) П m JG), 
则 | 
ICT; a, = (y J (l <= Í руу 
› бу 37 ET) H іе; руё КЕРЕ 


N А А 
П 1 Í ей! ett М. 
к= . — —— T T- V ғ: zF x 
RÉ іші (+ Гн) ; r C >). 


ifi 
(рар) 
cizi 
Jasa a= LE ш, 


Letzt p) ЫЛ 


由 于 


所 以 


= x > a: 
a _ | 2 | 
| sin (х а) 7 O, fa: 
t` 
А т 
— к< а, 


"іт 


ТТ: mali 


s LAER a} 
> e ETE T 
lim ПОР “FE z;) -| —— dt; 
тке — 


tij 


=> W sin #0; 一 а) de 


Ш s 
тз х; = di3 
== 0, хр== а 
s Xi < dje 


所 以 ,由 КӨР fjs к) 的 有 界 性 推 知 
lim I(T; ay Б) 


j= 


-fa Hm II (LG an в #1) dF (2) 


_ | ' (7 sin; (x; — aj) — sin (z; — б) dn aF G) 
R jsi 


ж Jo z; 

= F(A). 
至 此 ,定理 得 证 . 

由 于 R” 中 的 正则 化 测度 《 册 全 空间 上 测度 值 为 1 的 测度 》F 
屿 其 连续 区 间 上 的 测度 值 记 唯 一 决定 ， 而 分 布 函 数 与 正则 化 测度 
之 间 有 一 一 对 应 ， 所 以 由 定理 7.2 得 知 N 维 分 布 函数 与 其 特征 项 
数 之 闻 有 一 一 对 应 . 

于 面 我 们 考虑 几 种 特殊 情形 . 

(1) # Р(х) ERTAS M CRINE F RE К" 的 整 点 二 才 
可 能 有 正 测度 ); 则 


F Cms йау “°С пм) == Pang "= 


үз y 


2л) И Кета, 


其 中 g = (ть tt, пх). | 
证 JG = D epa 所 以 ! 


Лөв LE) 
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^1 {ж F 


) |. САРИ \ш 


РА г = 
== (y |. рай 一 Ps. 


(2) 设 IGO 是 d. É. Fo 的 c.f、 Ң [б ЖДИ 
的 : 则 F(x) 其 有 有 办 连续 的 密度 画 数 р(х) 如 下 : 


r 1 |” -их 
pi) = 55 Fe fy ds. 


证 可 参阅 [3] p.509, 


现在 ， 我 们 来 讨论 密 维 分 布 函数 与 特 证 函数 之 间 的 连续 性 定 
理 . 


定义 7.2 设 К) 是 df РО) 的 c.f， 定义 
jG) = (Кода. 


显然 
jt) = ( W Кэ s #у Фә, дру 
0 
= | П Чч А dF xs "з, кыў» 
к^ izi ixj 
ME. 
— Өз = fr ... 
дт. Өлү ні Каз s tN), 


EE, В), РС), ЁС) 之 间 的 对 应 都 是 一 对 一 的 ( 勒 贝 格 零 测 集 
上 的 差异 不 加 考虑 的 情况 下 )， 
定理 7.3 设 df F(x) 对 应 的 cf 为 FG. м) 一 
[ja Сода, Ж FF， M) 
lm L.G) = К 
在 上 的 任何 有 限 区 间 上 一 致 成 立 , 其 中 


fe) = |, (| едЕ (=) do, 


„58 = 


证 ЮЖ 
о | (де = | „|, “28, G), 


К 


Ко = | ph AF avs 


而 Е, + F, gG, х) 一 | edv 是 连续 函数 , 且 


шы — 1 
іх 


= 人 > 


т g( t, z) = im 
所 以 由 第 一 章 定理 3.9.1 知 
lm j.G) 一 PG) 《在 “的 任何 有 限 区 间 上 一 致 成 立 ). 
定理 7.4 设 d. f. F(x) 所 对 应 的 с. 为 б), 
р) = | ља», 
# су О), W- 
| Е, > F, 
KD = | (| y EG) de = ОО). 
证 因为 1F,CRN)| < 1， 所 以 {F。} ARERI 
Fw 一 一 Е, 
因此 , 由 定理 7.3 得 知 
ка Ыш) =), (О (| еар С) а). 


但 是 
lim fF G) = РС), 
”所 以 
KD = Р). 
又 由 于 F, f: ?之 间 的 对 应 是 一 对 一 的 ,所 以 {F,} ве ss r ak 


РУСКА ER F, 因此 Е, —> F, 
定理 7.85 设 у.) 为 dt Fo 的 c.f.。 Ж 
Ша fG) = 0), [a. е.], 


„ча. 


则 Р. Р.Н 
KO (ена), [ae 
证 因为 С) 一 0), lael 所 以 
lm (0) = lim (7 poo)do == |, ово = Ko. 
因此 , 根据 定理 7.4 有 
F,— Е, 0) = j. cidF (x), [a.e.1. 
定理 7.6 设 OO 是 df Fa) 的 cf 车 F,— Е 
《从 而 一 定 是 正则 化 测度 》, 虽 
Em f(D = 760) 《在 任何 有 限 :区 问 上 一 至 成 立 》， 


mE | | 
KO = |„ AEO. 


证 5000, х) с", MEE 7.6 是 第 -~ 章 定 理 3.10.1 的 直 
接 推 论 ， 
定理 7.7 Б fOe R d. f. F (а) сЁ, E 
lim PE = Ру, РС) Е := 0 88, 


(1) F, —— F; 

(2) PO = | ета); 

(3) im fO 一 PG) 《在任 何 有 限 :区 闻 一 致 成 立 ). 

证 因为 f(D 一 产 (2)， 所 以 ,由 定理 7.5 有 

Ea F, POO =) = | еа), lael 
又 因为 PO 在 + 一 0 连续 ,所 以 O = 00), РЖ 

im F,(RF) = lim },(0) = *(0) = 000) = ЕСЕ"). 
所 以 


*6D а 


F, 一 > F. 
КЕП (1) 上 成立 ， 再 利用 定理 7.6 可 知 (2) Ж: (3) 也 对 . 
最 后 ,作为 一 个 例子 ,我 们 讨论 一 下 多 维 正 术 分 布 。 


= -. 
рех.» б» хм) = се FO ту), 


其 中 Ols ers ху} 一 > balar 一 a;) (z; — ау) 是 正定 二 次 


1, єз ас, by 都 是 实数 ， 则 说 (Х,, ++, Ху) ВЕРА ЕЛДЕ Їп» 
以 并 和 Эзен ЕЕ ӘЛЕ БЕСЕ N Е. 
直接 计算 可 以 证 明 
е = CV 25у" D, 


其 中 


和 


bni bm’ t byu 
E(X;) = gjs Yar (X;) =a 0) 一 D; D Ш> 0, Е((Х, 一 aX; 一 
араар = ra = Dais DoDiy, 其 中 р, E: D 中 对 应 于 by tü + 
FAR. 

(Xis еа Xx) 的 特征 函数 沟 ， 

Г] Sa + > a га 
Ќа» ор) mm е š" н i Кента 
= 

1. 试 证 下 刻 诸 对 应 关系 : 

a 二 项 分 布 : 其 分 布 为 P= 的 PT (R 0,1,6, п), ИЕ 
函数 为 IO) = (ре! + 2. 

b ща: ЖАЛЕ п = ее. (к= 0,1,2, =) Нес 
为 IG) = =" L 

с 均匀 分 布 : 其 密度 国 数 为 


“бї. 


er ... ‚ы А К Е о sl s í O O S 5 d 3 ` 


1 


р(х) = 427—8 «Е [4,5], 
0, 反之 ， 


其 特征 函数 为 АО) = (lt — si: iiih — ayt, 
Ч Hp (Cauchy, A. L.) 分 布 : 其 密度 男 数 为 


s) = T ZY (z > 0), 


ЖЕЛЕУ y JG) = енн. 

e ҮЙҮҢ (Laplace, P. S. M.) 分 布 ， 其 密度 函数 为 

Рх) = Де (а > 03, 

ЕБЕ Xy fOe = (1 + плу, 

í 焉 态 分 布 : HERAS 

| р(х) = == C) (о > 0), 
ЕАО J0) = оа". 

2. ШЕТА НЕ БӘ НОК НУ TE BR 3k, 

а (z) = > па соь Жз 

к=“ 


b hH = > аера! 


к= 


e Fi) = costs; 


а Fy = sinatfats 


Жш ато (&=0,l1,2, <), Уа = 1. 
з. Ж ка) ИЗБЕ x ВОРЕН, ИГЕ ЖЕК ЕЕЕ Й: 
а Аг) = ED 
1 F 
b AG) = +| ое, 


4. 设 100) 和 fele) £ d. f. Р(х) RI Fele) 的 c.f， < 


_ 2” ‚ба? 
му = 2 [Ор G > 0), 
toT. F 
М} = нт 元 1, fC а, 


MN 
а М} SE A HERA mE 
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Ни Md = 1; hx Af Mf 
А-н а-0 


。 f xY 
emei 
нй Ж O RA Y, 

с мі = D Р(х + 1) — F(x, — 1))!', 其 中 (z) 为 Kx) 的 全 部 疗 
кл. 

d МА) = (муус), 

МЫ = 2 N (1 — 2) (х), 

其 中 (а) -是 | 的 上 BTA MAAA ЁЛ. 

e lun Ri 一 拟人 一 0 六 linmjn = ñ, 
但 是 其 逆 不 真 。 

f Ша А) = (у= lim M (TI һ) = М}. 

чег, Ышы k= 

s, ШЕНЕ Х 有 密度 函数 , 则 XxX 的 特征 函数 e 在 11—00 НА 
Fo, 

6. 着 P(X] > z) 00 ( 当 * 一 00) 的 速度 比 HIERBER, 
ха. 

7. ig {X} ЕНЕ іе РЕ], Xx, 服从 泊 检 分 布 ; 

ҚА, = у= (0,1,2), 
则 随机 变量 | 
>, (Xk W/E À, 
的 分 布 函 数 趋 于 标准 正太 分布 w(0, 1). (BE u> 0, УА = oo, 
k= 
8. ШАМА x АТИ 
0; хоз 0; 
р(х) = | ё" хе7?е70х, 


Ü 
TC) x > 0, 


Ч = — со 时 ,随机 变量 (BX 一 <) е 的 分 布 函数 趋 于 NO, 1), 
о. ТУМ, ПЕЕ x, 和 X, 的 特征 函数 分 别 为 BG) 和 ACs Жа») 
EMME Oas Х,) 的 特征 函数 , 试 证 x, 与 X, 相互 独立 的 充 葛 条件 是 
Ё. A) = ҺО Ha ae 
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第 三 章 ”大 数 定 律 与 中 心 极限 定理 


$1 相互 独立 相同 分 布 的 随机 变量 序列 的 大 数 定 律 


在 这 一 章 中 ;概率 空间 (Q, .多 , P) 总 是 给 定 的 , 而 提 及 的 一 
切 随 机 变量 ,总 是 给 定 的 概率 空间 (Q, 37, Р) БАЗВЕЛ ОЧЕ. 

ЖХ ІЛ 设 {Xs} 是 随机 变 重 序列 ，y。 一 (аа t > х„) 是 
CA", E) 可 测 的 ,而 且 AEN 03.20) 关于 а, 5 к, ÆR 
称 的 .如 末 在 在 实数 列 {a,}， 使 得 对 任何 s > 0, BA 


Em P(]f,C Xo, tt’ Xa) 一 za| <=) = l, (1.1) 
ВП fC Xs T.a Xa) 7—4, тат Sr СЕЛЕСИ) УЦ 0, 1329 
Bm СРС, Xa) а) = t, [p]; (1.2) 


则 说 {Х„} 服从 给 定 函 数 的 大 数 定律. 
但 是 ,一 般 常 说 的 大 数 定律 的 概念 都 是 假定 y, = falto tto 
х„) 是 Fia a е 的 算术 平均 


M, = (6+), 


而 且 以 后 我 们 谈 {XX,} 服从 大 数 定 律 ,意思 就 是 指 (x,Y 服从 给 定 
ЮЖ Ma 的 大 数 定律 . 
ФІЛ 设 F(x) E R. V. X, 的 d. Е. Ж 
| Hm Х„=Х, [Р], 
即 {Х„} БЕЖЕН (ЕК ОК) Е] X, 则 
Fa- 一 > F(x), 
其 中 F(x) 是 多 的 d.f. BAE 1.1 的 道 命题 不 真 . 
证 任 取 z€ ((F). 
|Р„бж) — FD] =< P(X, < z) — Р(Х < x + s)| : 
+ JPX < £ + в) — РОХ < ғ) | 


=$ = 


=< P(X, = r, X > x + £) + P(X, Z x, X < x + š) 

+ IF + °) — Flx)| 

= PIX, < z, X >x + s) + P(X, > x, X < x — Е) 

+ P(x — £ < X < x + 6) — | F(zx + =) — ЕС) | 

= OP — X| > e) + Fir + P) — ЕС) 

+ Flet e) — F(zx — 8), (1.3) 
由 于 іа X, = X, |Р], z€ CF), 所 以 ,由 《13) А 


F,G) — FG). 
命题 1.1 Т a A A aE ЕН ШЕН, A > — E 57 4k Ж 
{Р„(х))} 给 定 以 后 ， 以 此 {FG} 作 分 布 函数 的 随机 变 最 序列 
{Хр 之 间 可 以 没有 任何 收效 性 。 人 和 例如, 作 概 率 空 间 (Q, F, P) 
Е: Q = 10, 1}, F = {Ф, {0}, {1}, {0, 1}}， PHD — 


POLIH 一 > 在 (Q, F, P) 上 定义 一 串 随 机 次 量 {Xs} 如 下 


Ü, со = 0: 

Kanla) = Í s= б, 1„2›*+*› 
1, со = 1; 
0 су = 1; 

х,о) = [ о 0,7 1227779 

MU 蔬 。 的 分 布 函 数 Р. (е) 为 
0, zx = 0; 
Fal) = > Ocagi; n=1,2,-:-, 

1, хі» 1, 


所 以 (FCO) Ш.Н {X} KRKA x. 
虽然 一 般 说 来 ， 命 题 1.1 的 逆 命 题 不 成 立 , BERRET, 

命题 1.1 В Ze EN EE az. | 
命题 12 Шо. V. X, йа. Е 23 Е.а). MJ 


lim X,= а, [P] > F, (x) 一 一 ekr), 
СН е ЗХ, єх) ВОВЕ АК. 特别 地 wlx) tF 
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律 .》 
证 ”必要 性 ， 它 是 命题 1.1 的 特 款 . 
充分 性 ， 设 Fe) 一 = g(x)。 因 为 
P(|X, — а] < в) < F,(a + е) — Е„(а— 8), 
Tü ate, яп—&Єє(в(«хў), MEA Е.С) 一 > в,(х) 可 得 
lim P(|X, — a] G £) = 1 (в > 0), 
Ж ВП = lim Xa ==, [Ph 


Hog 


根据 命题 1.2 及 分 布 函数 与 特征 函数 之 间 的 连续 性 定理 可 知 : 
欲 随机 ,变量 序列 {Xt 服从 大 数 定律 ,必须 而 且 只 须 存 在 一 捉 实 数 
{asio 使 得 下 面 任 何 一 个 条 件 成 立 : 


1. lim È D Oa) 0, [P]; 
2. = (2; > (X, 一 2) < єх)» 
3. Ele ek Dy „ү, 


其 中 A(X) 代表 R V.X 的 d.f.. ЦАН, ЛЕНЕ 
说 明 ， 

TA 11 Сте) 设 {Х„} 是 一 捉 相 互 独 立 相 辣 分 布 的 随机 
E, Р(х) 和 fC) 分 别 为 X, ËJ d. f. {д c. L, ЕХ.) = 0. 2 
s= SX, (0=1,2,:-5), 

к=1 
则 ` 
Em E (оаа) = 1, 


证 Eles) = jii E xwe) = Ш; (Z), 但 是 ， 
п) о кро + (Z) 
1+ 42) (я-» со), 
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所 以 
E ES ы £ == |1 十 HYL 
сеу = TI (to) = (a o (2) 
系 1 2 {Xs} 为 相互 独立 相同 分 布 的 随机 变量 序列 ， 
E(X,) = р, 
NI 
Em E (159-0) = 1. 
例 85, E n WE SR Y BDSM ARIF А 出现 的 次 数 , 而 ? 
ЖОАН 4 DARRER M lim 5„/п == р, [P]. 


52 相互 独立 担 同 分 布 的 随机 变量 序列 的 中 心 极限 定理 


定义 2.1 设 {X 为 一 随机 变量 序列 ， 如 果 存 在 一 申 实 数 
{aa} 和 一 串 正 数 {8,}, 使 得 | | 


> (X, 7 т) 


И (x,) EA PERRE Нн N(0, 1) 是 标准 正 态 分 布 函 

定理 2.1 1 {X,) 是 外 互 独立 相同 分 布 的 随机 变量 序列 ， 
ДӨ; 为 X, 的 с. É, ж E(X) = 0, var (Xa) = а = а, Ü = 
а? << со, Д] 


= ——> N(0, 1), 


s (S) > мо, D. 
rg, 


(ah а Уй. s.— Ух.) 
ж Eleisww) 1 N- 


Вж 
*&7 s 


(Z) 一 Ko) + (о) + Fr (2) + (2) 


N fa 


所 以 


ЖЕШ 
(5,7) 一 > NCO, 1), 
ЖІ # {X,} 为 相互 独立 相同 分 布 的 随机 变量 序列 ， 
E(X.) = р, var (X,) = š = o, 0 < a < со, il 
HS, — пру) —> М0, 1). 
H (ЕХ Л-ТИ ОЙТ (De Moivre Laplace)) W S, 26 n 
次 独立 试验 中 事件 4 出 现 的 次 数 ， 而 每 次 试验 中 4 出 现 的 概率 为 
р, 0<р<1, W 
Ss — пр пр — ру) 一 > NCO, 1), 


53 相互 独立 的 随机 变量 序列 的 大 数 定律 


在 $1 中， 我们 讨论 了 相 杞 独立 相同 分 布 的 随机 变量 序列 
{х„} 的 大 数 定律 , 我 们 得 出 的 一 个 主要 定理 ( 辛 钱 定理 ), 即 只 要 
E(X) — р 存在 ,就 有 

РА ( Saca) „у, 


现在 ,我 们 对 于 一 般 的 相 筷 独立 的 随机 变量 序列 {Xs} СЖ— 
定 有 相 辣 的 分 布 ) 来 说 ， 


= (52—86). 一 LAES) 


是 否 成 立 ? 如 果 一 般 谤 来 不 成 立 。 那么 它 成 立 的 条 件 是 什么 ? 首 


*° 68 = 


ERTE БЕР PR HSE ТЕШ CRAIR. 
ЭЛН: {#36 (Чебышев, П. Л.) RER WR. V. X 其 有 有 限 
方差 var (Х) = а? < 00， 则 对 任何 8 > 0, 9 
P(]X — ЕЁ(Х)] > s) = var (Х )/5%, 
证 ХА. Е. у F(x)， 则 
Рх ЕО) 26) | åF (к) 


(e E (X >а 


< Lj (х 一 ЕСХУУ4АЕ G) < зы (0), 
Е lx- Eixe - Е 


定理 31 (ЭИК) 设 {X。} 是 相互 独立 ,方差 一 致 有 办 的 
随机 变量 序列 ， var (Х„) = c =< СО (s = 1, 2," Ээ» 令 


S, 一 > Хь, 
Д] 
se (ETER) -L „у, 
|+ (5, — Е(5„)) | > e) 
= 2, var (8—39) =< G var (Sa) 
<, 
na 

所 以 


cz (+ (8, 一 Е(5.))) — GO. 


P GED 设 s, 是 = 次 独立 试验 中 事件 4 出 现 的 次 数 ， 训 
是 第 有 次 试验 中 了 出 现 的 概率 , 则 


er (Se ntt pa Eee) —> ala). 
я п 


ИАЕА f(z) 取 对 数 ,而 对 数 函 数 是 多 值 


.69 = 


的 .不 过 我 们 约定 ， 以 后 的 对 数 都 是 取 主 值 的 , 即 如 果 c. f. K) 
在 上 < 了 中 无 处 为 0， 则 满足 下 述 两 个 条 件 的 连续 函数 QO) 
就 称 为 G) 的 对 数 : : 

(1) б) 定义 在 D< T „Е.В et = р); 

(2) 40) = 0, 

WR c.f. JG) 在 || < T ATR 0, MU Се) 之 对 数 函 数 
在 上 < 了 中 唯一 存在 ,如果 c.f. Ka K fal) (и 1,2,5.) 
在 |:| < T 622 0, H {бг} о), HMU logt) 一 log fü); 
在 11] < T 中 任 一 闭 区 间 上 上 一 至 成 立 . 

1. 关 于 等 价 性 | 

定义 3.1 Kta mAAR {Fh {Gs} 等 价 , 如 果 对 Fe 
的 任何 一 个 全 路 合子 列 {8.4}， 


F. (G) — FG) (6 — o), 


都 有 
СС) 一 > F(z) (k> оо), 
Бә. 
显然 ,车 {Fs} 16.) ЖЕСЕ AnA Е, M {F} 
与 {G,} жй. BEZTA. 因为 “等 价 竹 ” 的 定义 中 并 不 要 求 
(F,1 或 (G) ФИ. Ж F(x) — РО), MJ {Fs} 与 {Ga} 
等 价 的 充 要 条 件 是 G.G) 一 = F(x)， 因 此 , 为 了 证 明 {Р„} 全 
ШОКЕР, REIS (Р, 等 价 的 {С„} АФК F. 
命题 3.1 (等 价 性 引 理 ) 车 PCX, = Y,)— 0, W {9(Х,)} 
与 (se(v,)) 等 价 . 
证 由 1РСХ, < zx) — P(Y, =< +)| 
=< Р(Х, < x, Y, 22 x) + P(Y, < x, X, >> х) 
=< 2P( X, = Y,) 
立 得 命题 3.1, 
2. 关 于 手中 心 
命题 32 2 Pla <X<)> Ñ АЈ [a, 5] 中 至 少 有 R. 


* 7] a 


У.Х 的 一 个 中 位 数 . 


证 令 p= sup f xiz€ Га, b], Р(х) < 1), F(x) ЖХ 


的 d E, ША ХВ. 
由 命题 3.2 得 知 : 任何 R. V. X 的 中 位 数 总 是 存在 的 ， 但 不 
Ж. а.ж R.V.X Ш а. Е. 5 


(0, z == б; 
FG) = Z O< x= l; 
1, к> 1, 


HI Со, 1) 为 任 一 点 都 是 的 中 位 数 ， 
命题 33 Ж Р(|Х| > в) < +° B zs E R. V. X 的 中 位 


数 ， nj {аі < Е. 
证 Ж а 2 Е, 则 


P(|Z| > в) 22 Р(Х > s) 2 Р(Х ;® л) 25, 
与 命 古 的 假设 予 导 ， 车 а, M POX Z е) 2 Р(Х < 
— s) > РОХ < н) > 这 也 与 假设 矛盾 ,所 以 lal < е. 


命题 3.4【〔 弱 对 称 化 引 理 ) жаву. X 的 中 位 数 ， X 
与 蕊 相互 狸 立 相 同 分 布 的 А. V.o X: = X — X' 26 X К 
ДЕ, H 


L KIX — pl 2 z) < Р(Х" > z), 

Е P(X < — z) > Р(Х < z rX 22 ш) 
一 P(X < p — x=)P(X: 2: p) > РОХ < Си — x) 
Р(Х в а); 


Р(Х: 22 х) > Р(Х 2° z + z, X Za) 
= Р(Х > x + х)Р(Х =< n) 


2>P(X > a+ х) 3 — T PGX — ик), 


经 含 上 面 二 式 即 得 命题 3.4, 

定理 32 (ПКФ: (Марков, А. А.)) 38 {XF ЖИН 
立 的 随机 变量 序列 . 若 Е(Х„) = 0, (я=1,2„,---), В 
+ о< 61 ш 


чт > КОХ, #у->0 (о оо), 


Д] 
s (E) 一 g(x), 
其 中 | $, = > Kga 


证 令 PEX AO EXE, MEGER 
数 的 泰勒 展开 式 得 
М-н каев ту 05)" 


令 


W 


tonale) = 0 2 s tb, — 1 (Z) 
А ak Bita гг x э 
fr (z) = 1 + блк). 
但 是 | 
(k) 

А РА СБ) — ñ. 

Hm x е js = па n-i > РАА Ds 
所 以 

Ет max [e, G| = 0 《在 || =< Т 一 致 成 立 )， 


m= -局 Eka 


Еул 充分 天 时 有 
log f, (z) = log (I + ele) = worl) + alonte) 
(n — со), 


. 72 « 


所 以 
£ (samay == П Е (с) 
k=1 


е TI (DD 
点 一 上 


- ДА) -: 


+ 
> (9 Goto, 00) 
e k=: А 


7 ы 十 一 此 (hb) 
Em > ca k (z) = Jim > Ө, 2 gpt Bita Qa 0, 
> kal kas Z T 


I + ë zt 


т 


所 以 
Eleisss) —= 1, 
定理 3.3 {Хх} 为 相互 独立 的 随机 变 生 序列， 五 (X) 一 0， 
X, Bj d. f. 为 F,(x)、 若 


(1) lim > | dFi{x) = 0, 
. 1 т 
(3) im Z Sf х4Е, (5) = 0, 
тер k=, lz] <a 
则 
„ү © z 
L |==) — s,(z) 其 中 S. — >, Xl 
(一 ( ÈX х) 
证 fE R. V. X,, 如 下 
Куз BA < ai 
Хк L. | X,Í = п» 


pí == >= 3) = Р(Х, = Ху) 
1 - 


„73 в 


一 二 | аЕ,(х), 


ТЛ #1729 
所以 ,由 《1 得 知 |= (于 -与 |= (55) ан. 因此， 为 证 


п, 
定理 ,只 需 证 明 


е) о, 


TE 2 E: R EA 
Е ( е'5ва'т`у — 1. 
但 是 :由 《27 知 


T EG.) = + 21 EX = 1 5 | хаЕ,(к) — ©, | 
п п С п £S пә 
因此 为 证 定理 又 只 需 证 明 


Е(г aE- TER 1. 


但 是 ,由 (3) 有 
„т EC, EADS Уу E) 
f = n = 


= 1 | mdFex) 0 (о o), 
пі ga, drl<n 


所 以 ,由 定理 3.2 即 得 
Ete ii 2" 80579, — 1, 
定理 得 证 . 
Ж 设 {X。} 为 相互 独 空 的 随机 恋 量 序列 ，E CX,》 一 ps F 


Ж, Fa) Ж X, B9 d. Е, 5, = УУХ, (a= 1,2,--.), 车 
к= 


a) lim >; | аб (х + рь) = 0, 
Z Sm > | хаах + p) = 0, 


тенә 2 Vl lz <a 


(3)' hu 1 > | xid F(x + рь) = 0, 


和 
j 
— N c 
gz (SES) „моу, 
п А 


54 НЕА З НЕ Ж Лр i KEE E IE 
定理 41 CHEER (Ляпунов, А. М.)) 设 {X,} AEE 
Шул ОЛ, ЖЕШ РЕЯ, E (CX) 一 0 (s= 1,2,..:). 若 对 某 一 
T+ š > 0 有 


1 < ' 
ET DY EGUI 60 (о co), (4.1) 
= k= 


则 
< (52) —— N(0, 1), 


其 中 ә = хаг(5,), 9, == 5 хь, оў = var (X,). 


k= 
证 ， 记 мй» 一 Е(|Х,|), (1) 先 设 存在 一 个 осв, 
开 有 


f (2) =i +40) + ДЭ. (2) | | 


f 
2+5 
+ вле» Б. E) 
ж а)(2 Буу, 


2 у і 1+8 
一 [一旦 EY + 9.2 tt 1 =) 
2 CG А аур 5) (; . 


5 
z 
O) = 0% (5) + Oa? ialt Tr | | 
2 s 《1 + 8)(2 + 8) V, 
Пн (4.1) 得 
1%) т С) 
К+ БЫ 
жш» С ) = 2ле” (42) 


"75 ` 


由 起 尔 德 尔 不 等 式 有 
ok = E(X |) ас EXO 一 0, 
所 以 
s = (од 0 +Š = (рі, ула 
利用 (4.2) 即 得 


max % 0, (4.3) 


Кл s 


H (4.2) É (4.3) 可 知 
lm max |о„(г)| = 0 (对 ele T 一致 成 立 )。 


тк Да 
06,234 s 充分 大 后 ,对 页 一 1.2,---улә 08}, (2) = log (1 + 
onl) FEH 
log fa (>) = log (1 + ш„,(у)) 


= AED) + of con CE) Са =>» со), 


所 以 
Е (e's ) — П (= ) 
5, (еа (DD) 
шж ¢ sI * 
但 是 
型 w 
1 > (= ) 21—20, 65) 
a = 一 二 一 | 十 қ 2+8 
2 enl) > 2 °* Пао +a) 9 
1 21-8 ый 
= =- — + ——Ə F. CA BEA +4 
2 (I + 8)(2 + 8) > кон? 
一 一 + 2, i (44) 
而 且 
lm max lo, (| = 0, 
所 以 


„76 + 


5) ow) = (1) (a> оо), (+5) 


HI (4.4), (4-5) 得 


Е (ейн) — е7, 
(2) 设 存在 一 个 6 之 1， 使 (4.1) 成 立 . 
首先 注意 : Æ R V YE 世人 Yi < oo， 则 由 需 尔 德 
尔 不 等 式 有 
E(|Y|D = ЕС(|Ү| Н? y е) 
= ТЕСУ) ЕС] Ү|#)] 25, (4.6) 


今 作 R. YY， 使 其 分 布 函数 为 工 > F (e), Ш 


EUY = 1 гаво = 2 Š Ex, 
所 以 ,由 (4.6) 得 
ES ЕП Хх =Е(П ҮН < ГЕП ҮРЕП Үл 


1 


-EÈ кал] E Sro]. @® 
因此 I 


SEIRD < [5 ах] ах] 
&=1 k=1 *=1 


&—1/8 


- [È кх] а, (4.8) 
把 (4.8) ШЦ а iB (3.1) 对 6 成 立 得 知 
2 DEOU) = [ir Ed ~。 
此 即 存在 9" 一 1， 当 5 一 9” 时 (4.1) 也 成 立 ,所 以 由 (1) 得 知 
($) = mo, ). 


TEER, 


+77» 


定理 4.2 (КЕМЕ (Lindeberg, J. W.)) 设 (x. 为 一 中 
Нала, E(X,) == Ü, var (Х„) = o ЗЕЕ (в = 


2, -.), sa = 21% $, = 22 Хь ДІ] 


= 8) N(0, 1) 及 lim тах A- 0 


п-ка эцен є 


ВАЕ: 任 给 s > 0， 都 有 
gete) = = > |an O 7 ?. чә) 


п *=1 
(4.9) 一 般 称 为 林 得 伯 格 条 件 . 
和 证。 充分 性 。 若 对 任意 给 定 的 上 > 0, WA gr[s) 一 0， 则 


对 每 个 下 存在 no 使 nt > nes (02) z (n2 n). HR 


› H па n < лкы 时 ， 


1 
А 
则 
l кє) #0, 1 En En) — Ü (в — ©), 
E En 
显然 


lim max SŠ 


ж-о Ekin s 


= lim max -+ Ia =F) (O) + а, гак) 


т-а) аДам 52 


= lim (grla) + 85) = 0, 


再 证 905,76.) 一 > N(0, 1). ҖИ. Е — PREE: 
Ago іХ, = Estas 
хы =, [Xal ZZ Enfns 


* 
一 5 Xar 


k=1 


# 
p (2 = S) < >` Р(Х = Xa) 
п fra &=1 


авоб) < —5 TPA ed FC) 


>| ba-da jn khoi "linin 


1 
— — EalEn) >Ü, 
єї * 


maje (28) 与 {ве (站 ий. „ЧЕ s/s) 


N(0, 1), А ИЕ зыш) NO, 1). 而 


| Х„,)| = || ‚ xd F, (x) | 
= [ED — | 228060) 
Га ағ 
= Í +a F |) 
[ba 
1 ' 
< Ensa а караб) |, 
所 以 
|1 Е(5,.)| = > 1 | ЕХ) 
а в=1 fx 
1 н ‚ 
=< 2 тү _ 1 
Essi > w. х 4Р2) En ELEn) — 0, 
所 以 


Е ("Еау — 1. 


因此 , BE se(s,,/;) 一 = (0,1), БИДЕ EC) 
е4" 5 RAUEN 
Е (ев Ена) 5 ет 3 (4.10) 


令 ia = yar (Snn) = > var СХ). 因为 E(X,) =ч 0, Еа 


2 1 | п Í ri 
1 — “= ш х2 -> [| 1 
2 2 > в ФЕ = |а х4Ру 


fa Sa k=1 - К=\ 


: 
-Qo 
ЫК es rr 

ИУ; 

& > | Tlen rr х аг, + 2: |... «ЕА 

(|... J 

= frl En 257 ДЕ 

кез) + 2 > \ БЕЯ кага 


<=) ti (Ц ка) 


Su Бол k= 


< (6,9 + [+ >° 


ж a р И 
1 . 
一 Eal En) + E: g. (E, D, (4.11) 


Br! lim зна? Sn = 1. 而 


А 2 
кав, 


У) E(|X,, — E(X,,D|:) 


San k=l 


' 2, (faan |е 一 E(X lara 


3 
Sam k=l 


+ JE Xa] { dF, \ 
Б ЕТА 2 


" : a 
<2 У | |е — E(X) ағ, + S= g,(e,) 
` £h k=1 Бе ғаға Shn 
2 ; п Ё 
< L Уух — ЕХ) + gulen) 
пл яп k=1 Fas 
_. 2825. Ensa 
-+ 2.8.) » 
San san 


因此 


lim 1 S Ех, — E(X,,)1) — 2, 


aro Sia k=1 
所 以 ， 由 定理 4.1 得 知 


Е (e SmE Saa inn) ы» сй, 


= 80 • 


但 是 fen Sa > і, 所 以 由 第 二 章 定 理 3.4 系 2 得 知 


Е (ei Sos Ева) -we із 


充分 性 证 毕 . 
必要 性 . 设 BG) 为 X, BU c.f. Ж 
3 <。 ax ы 
s (Ë) №(0,1), lim а max 0, 
则 由 
н) нло) воо (ү 
“Fn Sn * 2 Sn 
а бах 
=! - 9 (=) (18| < 1) (4.12) 
可 推出 
ш тах h (2) l = йт тах az = 0, 


Ж, іка n 53 X B, f(A EE 由 假设 有 
(5,7) 一 ~ N(0, 1), В 
lim П | (=) =, (4.13) 
把 (4.13) 换 成 对 数 形式 有 
Hm > log fi (2) 一 一 > г. 

ЕП 

Hm >, te (2) 1)+ мо (2) –1)} ~ 
其 中 

тах М.С) =< KG) < оо (0 н > 1). 


х) <n- 


Кп 
= T ma l (2 全 一 二 一 。 (s > оо), 


而 


> 2 Sa / 


к=1 


所 以 


Б (4.14) 取 实 部 即 得 


п-к IR 


С LaF) = — 1 г, 
БЕЗ z 2 


k=l 
BR 
> Í. (es — 1р) 
=- 52+ о(1) (su — 00), (4.15) 
但 是 
й=1 а ( Е cos ) dF а(х) 


< > | + ora) 


k=, xen 7 


2 


Р. т 
=< 2 > (|, 2 F, (z) — j... гав) 
= 2 S ( 1 ___ 1 ` 
2% = % МЕС 4F,G) ) 
РЫ -- 
“зу Uele) але) 


2 
> С Ех) 


%=1 
2 
一 660) < Z, (4.17) 
FE (4.16), (4.17) ЖА (4.15) 得 


+ 82 * 


Rp 
f 272 
EROT о41)), 

先 令 п и 00, 次 令 :一 со, МИШ в. (8) 一 0。 至 此 定理 证 毕 ， 

Ж1 设 {K,} 是 相互 独立 的 随 贡 变量 序列 ,而 且 СХ.) = pas 
var ( X,,) 一 g, 都 存在 (п = 1›2,-+'), ES Sa = > X, = 

= k=1 

var (S,) = > ok, HM 


Ка max = 0 E z (8. = EG) E vo, 1) 


п-ка йл + 


的 充 要 条 忻 是 ， 尾 给 єс> 0, WE 
gs) = 1 PA (= p YdF, l) — 0 (a — со), 


хі k= Трал 


3 E 
1. 设 (A) 是 相互 独立 相同 分 布 的 随机 变量 序列 , 若 其 分 布 由 


a РХ. = 2% lnk 2 lonlogt ) = = (А == І, 2.) 


= = а IL _ 1 
б = (> + ац) 
БИЖ ЫШ (x. 服从 大 数 定律 ， 
2. 设 (Z, 是 相互 独立 的 随机 变量 序列 , 若 其 分 布 由 


P(X, = =") = Р(Х, 一 一 ao) - 5 (в = 1,2,5.) 


MRE Ш {Х„} АЕ РЕНЕ ЗЕ а < +. 
з. 证 (х.) 是 相互 独立 的 随机 变量 序列 ,着 
ва (ар д 14260) = 0, 


Ж Fe) 是 X, BJ 46. M| {х„) 服从 大 数 定律 . 
4. 设 {Xn} 是 随机 变量 序列 。 落 var (X,) җе (n = 1.2, u), H 


x 


= 83} a 


lim (ХХ) = 0, Ш{Х„} БАКЫР. (о(Х,, Ху) A X; ы X, BJ 


jij 


ХЖ.) 
5. i& {Xs} 是 随机 变量 序列 。{2} 服 从 天 数 定律 的 充 要 条 任 旦 ; 


[21 e, — Exo) | 
lim El  —— =s 
{н о E(x.) | 
в. Wk (XJ) наз нова а Ж ЕЗИ, НААРА 503828 ЗЛ 
тууз. 45, = З) х, 0,5.) 服从 大 数 定律 (其 中 6 是 常数 ， 4.0). 


7， 设 (x) 为 随机 变量 序列 ， 若 x, 不 与 ха. 和 Xu, WEAN 但 与 
其 它 的 х, 相互 独立 ,是 Xs BARRYA (А = 1。 2,--), И {为} 服从 大 


数 定律 ， 
8， 汇 判断 下 列 随机 变量 序列 是 知 服从 中 心 家 限定 理 : 
a R(X, = —2) = P(X, = у = L Ca 1,25); 
b P(X, = —2°) = РОХ, = P) = 2 "0, 
Рху 0) = 1 22” (s= , 2,0); 
с Рк, na) = Р(Х, = — =) = + =š, 


Р(Х, = 0) = í — = Š (m= 1,2,.…), . 
9. 设 {Xe} 为 相互 独立 的 随机 变量 序列 、 而 且 Р(Х, = s) = р(х, 一 
—=)=4 (>) ш {Хх} 眼 从 中 心 极限 定理 . 
10. 求证; 


as. 点 节日 x! 2 ` 
11. 1# 5 是 = 次 独立 试验 中 事件 4 出现 的 次 数 ， рь 是 第 上 次 试验 中 4 


5. 一 >! РА i 
lim Р £=! < x! = -1 c i dt 
Dl — m) усе 
k=. ` 
буза FF ЛЕ 


к= 


>) bal т) = ç, 


k=1 


a Hj = 


第 四 章 “无穷 可 分 分 布 律 


$1 问题 的 提 法 


在 第 三 章 里 、 我 们 研究 了 大 数 定 律 与 中 心 极 限定 理 ， 当 时 我 
们 研究 的 对 象 是 一 串 相 互 独 立 具 有 基 具 垂 的 随机 变量 {X,}, 研究 


的 问题 是 (x,) 的 部 分 和 Sa 一 УХ, 在 适当 的 正则 化 后 


$, — A, 
B ` 
5 的 极限 分 布 为 退化 分 布 或 正 态 分 布 的 充 要 条 件 . 我 们 得 到 的 
重要 结果 有 : 
(т) 设 {Xs} 是 相 杞 独立 相同 分 布 的 随机 变量 序列 ， 
(1) Æ E(X,) = p 存在, 则 


(2: (X, — р) ) N 
Е Асси —— m (x), 


# 


Ci) Ж var (Xa) = P> 0 存在 ,如 


(2: (X, ES) | 

s |2⁄—  —— T. |——=\М(0,1), 
Мт? ‹ ) 

其 中 al 与 NO, D БӨ ӘВЕ. 
GD іХ, НЕЙ. 
CO E EOX.) = р, 存在 G21), ҢЩ > 一 oo BF 


Si 一 


| 4 F,(z) > 0, 
k= Pein 


二 > Í „O T Padd F) — 0, 


. pJ o 


1 n 
РІ > е (x — p PF (а) — 0, 


> Rp) , 
g |=—— TP sx. 
9 z 


(ü) Ф var ( X,) = o; > Ü 存在 ， E(X,) = Pa; 则 
DIS 

ү а 
EN (s — оо) 


则 


s 一 = N(0,1) (n — ç), 


o 


k=1 


的 充 要 条 件 是 ， 对 于 任意 给 定 的 s> 0, WA 


21—51 (ева) = o, 


а а 
Җ _ s al 
Жс 1. Рр 2- * 


Пип 


LKZ 


其 中 FO) 是 X, 的 分 布 函数 。 
SERF: 
(1) 设 {АХ,Р SE ARS M R R r ЕБ EUER EE 
它 的 企 何 阶 称 存 在 ), 令 
Б) 是 4 上 ， 且 存在 实数 串 (2,7 ЖЕЕ 
{0.7 和 相互 独立 相同 分 布 的 {%X,}, Ë 
F, == F (x) f (zee) | Й 
ss _ 


— Fír 
}, (а) 


БА 
(А) F ВНА? 
(В) ER FG) € 多 ， 任 取 狐 立 同 分 布 的 {X;} 和 实数 串 


„84 + 


{aat ES {5,}， 


>; X, — а, с | 
«Ооу 一 一 ; — F(s) (а-ә со) 
的 充 要 条 件 是 什么 ? 
aD 令 
Е(х) 是 df.， 且 存在 实数 串 {0,1 KER 
В {5„} 和 相互 独立 的 {Xato 使 
ÉS, = F (z) SX z, | Ы 
| п 
同 洋 地 ,也 可 以 提出 类 似 于 (1) (А? Яп (В) 的 两 个 问题 . 
ЖЕ (1), (1) H, 问题 的 提 法 比 第 三 章 普 遍 了 , 但 研究 的 对 象 
仍 是 一 绅 狼 立 的 随机 变量 (X, 在 这 一 章 中 ， 我 们 要 把 录 究 的 对 
象 六 大 .我 们 考虑 下 面 的 随机 变量 体系 
Хи» Хы "5 Жуз, 


МЕЕСИ 


КЕККЕ 


НЕТИ ЗЕ НАА аа. НАХ, 简 记 此 体系 . 

REF (1) 和 Gr), 我 们 也 可 以 提出 (4A7，(B) 两 个 问题 .不 
过 , 若 不 对 Xa) 加 上 任何 限制 , 则 问题 提 得 过 于 广泛 ,问题 (A)， 
(B) 就 变 得 没有 什么 意义 了 ， 事 实 上 ，。 

Fle) Æ d. f., HET (X,,y 使 
Fir) ha А 
\ “(> Xa) — FG) (n> оо) 

是 全 部 分 布 函 数 ， 因为 任 取 一 个 分 布 函数 Fke)， 可 作 随 机 变量 
Xis f FE pr qË PR 0028 Е(х), 再 令 Ë. = |, Х„ = Xis Щ 


ka 
(Уул) О) FG) (n> eo), 
k=L 


"Ë + 


所 以 ,下 面 把 研究 对 象 适当 缩小 .这 就 是 下 面 将 襄 引 进 的 "一 致 渐 
Дн ФАБ ЖЖ” , 简 记 之 为 u.a. п. ЖЖ. 
定义 1.1 Ж 


Хи» t’ Хк, 
{Хх} = Xaa tta Xar, 


w 3 


是 一 个 uan ЖЖ, ШЖ {Xm Ха tto Xan) 是 相互 独立 的 
随机 变量 (е 221), (Вр {Х„} 各 行内 部 独立 ， 而 行 与 行 之 间 不 
必 假定 独立 ) lim ,一 oo, В 
lim X, 一 Ü, [P] 

Ж] А RRM ,也 就 是 对 任何 s > 0 有 

lim max P(|X,,| Z= 8) = 0. 

nao 14КА 

(ш) ë 
Е(х) Ж df, ВТЕ u. a. n. 


体系 IX... E 
Fa = š F (z) » 


= (> х) FG) (n — eo), 


(A) УҢА Z 
(В) ER Flr) Fs, ER u.a n 体系 {Xh 


“(> Ха) — FG) (аэ оо) 


зе ЕЕ А? 
这 一 章 所 要 解决 的 问题 , 主 变 是 CD(CA) 和 (В). 而 GID (А) 
和 《B)， 将 要 在 第 五 章 解 决 ，(D (А) 和 (В) 将 在 第 六 章 解决 。 . 
”出 于 分 布 函数 与 特征 函数 之 间 存 在 一 个 双方 单 值 双方 连续 的 
对 应 ， 因 此 , 问题 (А), СВ) 完全 可 以 用 特征 函数 的 语言 来 描述 . 
事实 上 ， 以 后 我 们 确实 是 用 特征 函数 米 挫 述 的 。 例如 《ID (А) 
їп (в) 可 以 改写 如 下 , 设 


"н 58 + 


JG) Æ ei, REE ua n ЖАХ, 使 
C; = у А 如 х + 
Е (е ta DH) (n— оо) 
RfE 
(A) C, 是 什么 ? 
(B) ER JE C, Е оа. п. 体系 {Xn 
й Э Xak 
im Ele *=1 у= jte) 
的 充 要 条 件 是 什么 ? f 
HUARTE HIE RRRA Ro AR at UFa 
为 uan 体系 , 意 即 其 对 应 的 随机 变量 (X, 是 u.a.n. ЖЖ. 
RME C, 为 全 部 u.a. п. 体系 的 极限 特征 函数 族 ， 


52 二 阶 矩 存在 的 情形 , 柯 氏 族 
定 光 2.1 КРАЖ 


ФО) = | Ce 1 — itx) ФК), 
«7 = ге R z 
Klx) = К(«), а < оо, FO 是 分 


# РАЖ. а 是 实数 
ХЕК (Колмогоров, А. Н.) Ж. СШ} Н 12, $C} = 
>. ` 
命题 21 к 是 一 族 特 征 函 数 , H. ео 所 对 应 的 随机 
变量 又 的 E(X)= a, var(X) = o = K(co), 
证 因为 Ce 是 连续 刻 数 (在 + = 0 处 用 极 
BEREX) KO 是 有 界 变 差 函 数 , 记 以 , 若 令 


ФСЕ) == | 《er 一 1 一 ar) 1 АК Ох), 
т] x 


[т 


mja 
ka 
Ф.С) 一 lim > (еа — 1 — itzak) -CK Cann) 一 Kiem) 
== рар "k 


+ 89 + 


ES Bek = Kirni) "= К(=х.), Ш] 

ka RY Enk йш 
е? = Jim П “ ef- Enk жа (е sk) > 
k=1 


па 


而 
А СЕ Br угу 
„С хык ка, {е =k -1) 


基 泊 检 分 布 的 特征 函数 与 退化 分 布 的 特征 函数 之 积 ， 若 再 注意 特 
征 函 数 之 积 也 为 特征 函数 ,特征 函数 之 极限 《如 果 在 0 点 连续 ) 也 
为 特征 函数 , 则 可 知 com 是 特征 函数 ,从 而 w+ 是 特征 函数 
又 因为 $G) 有 二 阶 导 数 , 所 以 JG) = este 所 对 应 的 随机 
Фах; 
EX) = LPO) = + Ga + Ф000) е9 = a, 


《因为 Ф'С0) = фо) = 0), 
E(X) = — (0) = а — (0) 
= a 十 Í. АК (x) = а + о, 


所 以 
var (X) = r, 


命题 2.2 o RBSEEE.E KO 与 p) 相互 唯一 决 


定 . 
证 只 需 证 ФО 唯一 决定 К). 事实 上 ， 
р ~ |, FaK G), 
ФСО 唯一 决定 了 КО), MI ФС) 唯一 决定 了 K(x). 
由 命题 2.2 知 ，.26- 中 的 特征 函数 ,不 仅 可 以 用 (a, ФСО) Ж 
示 , 也 可 用 la, K(x)] 表示 ,而 且 今后 多 用 (а, КСО] RK. 
定 又 22 ua n 体系 [Xt} 满足 条 件 (C)。 如 果 


var (Xag) = dag со, 


Я. 


Ёз 
(С); lim max бщ = 0, > О е (#1), 
та АЖА k=1 


再 引进 几 个 符号 : 
Sg = {OND е oF, JG) = [0, Кбе), 
(Ке) 是 c.f. 且 存 在 满足 (ce) 的 
| uan 体系 {Xuat 使 


| G) ka 
ir > x, 
lim Ё (е 51) = jG) 
一 ODE у, KO ЖЕУ и.а. n, 体系 
{ХВ E(X,,) = 0}, 
定理 31 (i) 7* = .26 *; 
(2) 任职 满足 (c) 的 a.m 体系 Xah БОХ.) = 0, < 
Кб), Рб) 为 的 df с. Ё, MU 


М 
lm ЕО" )= [0, K] E .2 
的 充 要 条 件 是 К, > к, Нин 
к=) = > |. wa O. 
O EOMER [0, K(x)] соге, аав Xa 使 其 特征 函 
Ba jo ЖОО) тд, = я), Bi 632.1 得 
E(GX,) = 0, o = var (Xn) = KEP) < о, 


Ë 
ШИР! Klo) 


lim тах gh 一 lim =L = 0, 
机 十 lakaa КЕЯ 7 


у oi = кб) < e < o (n> 1), 


此 即 {Xna} йа Се), MA {Хш} 更 是 u а. п. 体系 (因为 由 切 风 
谢 夫 不 等 式 知 条 件 《e) 比 u a. п, 条 件 强 ), 而 且 


П jalo = L0, K] [0, К(х)] (о-оо), 
= 1 А 


» 9] u 


这 就 证 明了 /*—.*, 

在 证 明 Oe *—J* 之 前 , 光 证 明 

引 理 2.1 设 (X, 是 满足 条 件 (c) 的 u. a. п. ЖА, ЁСХ о) = 
0, aG) 20 Хш ВО c.f, Ж] 108,00) 存在 且 有 穷 ( 当 осп), 
并 对 固定 的 o 有 


x, 
im Ў) {log {uD — (Ra G) — 1)} — 0, 
"72 k=l 
证 ”由 特征 函数 的 泰坦 展开 知 
f(D = бо) + f (0 + O 0, 


z 
=I 28 0, (Jnl =< 1), 


所 以 


Hm max |7,00) — 11 < Em тах о, 2 n, 
ma Ikk nea ЗА 2 


因此 , 当 z 2 sG2 时 окр) FELAD. ХЕ 
ky к» 
>} t G) — 1 < (may 4б) —11) >м E 


k=, 


= eË max |у.) — 1| — 0 (п — со), 
10А, 


所 以 


ka 


lim 5 {log faU) — (f. G) — 1)} = 0. 
FT кш 
现在 回 过 来 证 有 明 六 о *, А 
HER Koe", Е JG) 一 im |] lD Жш L,CO 是 
"те RSI 


Xa ЮША. Ха) EWECH u. a.n. ЖА, E(X,) m 0, 
由 引 理 2.1 知 : 当 Аби 时 ， 


hy 
fy $ logh 020 „èl pnia 
k=1 


П к) е 一 . 
ЖФ Е.) 为 1.060) 所 对 应 的 d.f.， 再 令 


„+ 92 а 


„ыо, 


к, = Ўр | 
k=. 
ДІН EX) = 0 得 
ka k, 
У 60 0) >; 
k=1 к=1 


*» 


у __ —. ; 
5} 8 ав) 
кту JR 


) УФЕ Су) 5 


re 


， Cet 一 1) 本 下 tr 人 
k 


-| , s” l i dK (e) 2E f(t), 
R x 


所 以 
JG) = lim eth, (2.1) 


但 是 ‚ 
к) < >` {Е.б 
k=) 
ia 


= > оре оо (s> 1, хє RD, 
k= 


TA К„(х) 还 是 的 单 将 非 降 左 连续 K,(—co) = 0 HRR, 


(а > 1)， 因 此 ,由 弱 暴 性 知 有 子 序列 K 一 > KK*, 其 中 测度 К” 
满足 K*(R')= ec， 再 用 第 一 章 定 理 3.9.1 可 得 


im фк) 一 人 (ce 一 1 一 iz) 2. аке (к) EE pC, (22) 


人 各” 一男 


比较 (2.1) 与 {2.27 得 
С) = ее, (1)ЈЕЊ, 
(2) 由 于 上 上 述 证 明 , 必 有 


Èn 
П fa CG) = еа) (a — оо), (2.3) 
= 
其 中 WO — | Co" 一 1 一 hz) È aKa) 如 前 定义 。 任 取 
| А (ебх) Дік? 


ско = (8 — [0, KG)] € >€ *, 


>= 93 < 


划 


k, 
Em П fa (a) == lim es = er 


的 充 要 条 件 是 
Hm $l) 一 РО. 
所 以 为 证 《2), 只 需 证 明 
lim sD) = pO <> K, — К, 
Hi < "显然 成 立 ， ВЕ”, ШЫЖЕ, К, -EARRA 
ЈК, < 
Ky -一 > K, 
则 
tm 6 (2 一 |, Cet — 1 — йк) 1409). 

而 

йа ФС) pO = | (= — 1— йя). aK G. 

Wao R x 


所 以 由 命题 2.2 得 Kle) = (а). И KK, ERER., 
定理 21 (1) J= 2% 
(2) 任 取 满足 (с) 的 ua п. 体系 [Xah fa), Pa G) 分 
别 为 X, 的 c.f. 54. Е, ВН Га, KG] € S€, П 


а У Eak 
m E (е kt ) = [a, K(z)] € ЖС 
Èr 
ORERE: Ё, K, Dena, Жин 
k=1 | 
ka 


K, (z) = > |... a, ELLENOR 


k= ”' 
fnk == E(X apa 下 ty) 。 CO 5591] 20 X ak = 0.5 
ËJ d. £. 和 cf 


. G4 + 


ж 《1) 与 人 27 的 充分 性 部 分 显然 成 立 , 只 证 《2? 的 必要 性 部 


分 。 
H (2.3) 有 


У 


к» и 


>; =, ka 
Цо = "П L,CO 
k= 


Ë А 
ё > | ‚ (02 —1—йх) З +00 
к=. R (л —> со), 


— ë 
ён 
а„ == > Paky 
k=l 
Prl) = fant + | ， (ей — 1 — izte) 1 4Ё,(х), 
-R Fi 
9,00) = ÍL [24,(2) — $,G + в) — #,G — h) 128, 


把 ans Ё„(«) 分 别 代 之 以 s, K), METREN QG), фр), 
ВІ Је (Fubini, G.) 定理 交换 积分 次 序 可 算 册 


pC) = i e (1 ~ En) L йо), 


ФС) 一 š "(1 sus) ако), 
4 
2.00) = Í ИУ чә) Јав, у), 
| Фо) „(= i) ако), 
ДШ 


„д = | eaP pO | oo. 
E ‚ | 
lim TE Z, G) = (а, K(z)1, 
#”>9% k2] : 
П] Ф.С) — ФС). ПРАЧЕТ, sup sup |#,CG 2] < M < co, BF 


* 9З + 


D БИЗШЕ ОРТА, pO 一 р), NAX фра) 在 上 一 0 连 
续 , 所 以 由 第 二 章 定理 3.3 得 ， gx) — ole), 从 而 K, — K, 
因此 由 第 一 章 定 理 3.9.1 有 

| (er 一 上 一 ix) аЁ 60) 


-| Ce 1— ira) EARE), 
R х 


ELAS ф,(г) — (z) 租 减 即 得 za — a, Е, ЕРЕ. 

显然 ,f° 包 合 了 零 一 律 ole) 的 特征 函数 1; 包含 了 标准 正 
访 分 布 的 特征 函数 C 2”. 包含 了 泊 松 分 布 的 特征 函数 e, 

因为 取 a = 0, KG) = 0, M la, Kœ] = 1; а = 0, 
К (х) =0 ОҢ z=0 hF), KGz)=1 CA х0 BP), M (а, КС) 
е7”; а=, K(z)=0 (ОҢ x< 1 В), KG)=1 (ОҢ z2>1 PPD, 
Д] La, KG] = ске), 

系 1 Tiula n ЖАХ.) 满足 

im ах одете 0, im 5 оъ, 

& F, (z), Falta ңуз Tak 分 别 为 Xak 的 分 布 函 数 ,特征 函数 , 数 
33828 ts 33 , 则 


lim П ыш) = et n 
то 于 


LAFL + а) = 0 《对 任何 < > 0), 


"e у) | ы 


证 用 定理 2.1'"， 为 证 系 1; 只 需 证 明 上 述 条 件 等 价 于 
Ra 
š 人 п» 5, 


w 
Ka — X, 


. 9f » 


其 中 
t, 
к.) У | 


r liee 


0, * = 1; 
МЕ, 十 а, Ktx =] 
к) y «Су g r) 《 ) а, r> l. 


k, 
事实 上 , Ж K. > 天， 由 Eai 知 K, 一 > K, ЖАНЕ 
кел 
fr s> 0, 有 
£, 


5 [ zF, (x + ang) 


k=. Ee LE- T 
= K,((—co, 1 — elUl + е, со)) 
—K((—o, 1 —e] ULI + ge, co))= 0 (n — œ), 


RZ.: Ж 
tn 
| p aF Cas) -0 (МЕ e> 0), 
koy - 1—06 
w 
*» 
Kd = |Р + ы 
Д +» 
= > с 一 > | У'4Е „Ку + а) 
— K), (л — оо). 
系 1 证 毕 ， f 
Ж 2 # woa. n. 体系 іХ, 满足 E(X a) = 0, 
Ra 
У ты = 1, 
点 三 1 
出 
ta 
П 0—0 B ie ga s =o 
的 充 要 条 件 是 


© 


bm D> È AdE) 一 0 (ЖИЕ в 0), 


Fn k=1 


I ЖЭ. Ф 


к 
gae) = > \ . 
Mj тах 02. = 6° + gele). 由 z.(8)— 0 HIET s > 0) 得 


Ik Eig 


ХЕ), 


lm max ср = 0, 
пою укы 


LES 
| 1. x > 05 
K(x) _ 1, =<; 
ka 
k=1 
Кы w 
> |. ‚ F, (y) —= Кх) (a> со), 
k= 1 "m= 


ЭТ, 由 定理 2.1 АП 
Kn 
lim 了 fa) = [0, КС) 一 ет", 
m= тшу 


ДЕ, 97 
k, . 
lim [С — е — {0, K(a)], 
maa kl 


ka | 
则 由 定理 2.1 及 Хо = 1 知 К, 一 > К, Еф 


Kn 


к.) = У | 


=1 


所 以 由 第 一 章 定 理 3.7 有 
ELE) — К„((—осо,—в]\![в„ со)) 
— K((—%, —e]U le, соу) = 0 (е co), 
RI E {Х„} 是 相互 独立 的 随机 变量 序列 ，E(X,) = 0, 


var (X= 存在 , а Уо, Ж 
k=1 


у Е, Су) > 
《一 的 r) 


+ 08 + 


um Е (е $ 
z 


lim тах — = 
неко = АЖА СЫ 


的 充 要 条 件 是 


1 | | mF, (x) 0 (n — оо, s > 0). 
Ee | 


这 就 是 第 三 章 定理 4.2( 林 得 伯 格 定理 )， 


53 无 穷 可 分 分 布 律 


命题 31 下 列 六 条 件 等 价 ( 即 u. а. п. 体系 的 定义 有 六 种 定 
ЖЕ); 
Ci) lim ‚да 下 | 和 之 有 一 (A s > 0); 


Cii) lim max 0 T fak) = 0 СЕ, 的 性 一 有 限 


во Lk 区 闻 上 一 致 成 立 》; 
Gi) lim тах |1 — fa (0) = 0 СЕ: 的 任 一 限 
"таш, 区 向 上 一 至 成立) 


(іу) lim max [I — fakel = 0; 
LER Л 


G) im тах 0 — fal) = 05 


жека ERER 


м) lm |. 
‹ i) EE] 7774 к | — 1 + x 


其 中 fa CG), ЕХ) 为 X, BJ cf. а. f, AU 表示 = 的 实 
部 . 
证 (1) 一 > (1). ЖЮ [P| < T. 18 (0) у. 


RO — fart) = 人 《1 一 cosxi)dF a(r) 


— dF ak (x) = 0, 


== | (1 一 соз МЕ, (х) + | 
,giT? 
< 2 


H (i) $ 


к» (1 — cosxz#)dF,, (x) 


+ Í 24Е,.6х) (|| = T), 
іх ев 


+ 99 = 


Üm ( пах BRO — fal) =< sT (l| = T), 


й “ау t 


A e> 0 的 任意 性 即 得 (и). 
Gi) => (Gi), F GD АЎ. НТР 
р falt) = RC — 00) + í. isin txd Fa (x), 


13 
| „еіп дЕ, (x) | = Í ‚ Sintxd F nalr) 
JR n i 


= -| | (1 一 cos2rx)d F kx) 


K: 7 


AA 一 for(21)), 


ЖШ GD 可 得 Gi), 
Gi) — Gv) 一 > (v) 显然 成 立 . 
Ск) 一 这 (vi)， 出 第 二 章 (4.8) 积分 不 等 式 有 


dF, 
ma |, г 4Р0) 


< max Mei) K: 一 fale) de, 
再 用 勒 贝 格 控 制 收 敏 定理 , 由 (v) 可 得 (vi)。 


(уйу==> G). K% 
д? I + x° 


Р(х, 2 s)= 
ета (| Д e) Lakes B.lar 1 + x° xš 2F,.() 
<! + е? j. 
Ee? аЬ R. I+ + x "1 y F 69), 


А (si) => (i). 
关于 м.а. n. ЖЖ {Xah A FIE: 
(i) Еш max и(Х„)==0 (СХ) 是 Xn 的 中 位 数 ); 
б-а рака 
Cü) lim ma | ТАРА) = 0 (020,20) 


+ 100 + | 


EIER ae) = | 


则 lim a (r) = 0; 


a zdF, (z), а„(т)= max | 4.867) 


Ixl 


(ш) lim ‚тах, [ева С) — 1! = 05 
(ту) 对 于 任意 的 b > 0, 存在 NCE) = ü, 当 lel = b, n = 
NCE) в, log Fal 存在 且 有 限 ;还 有 
tog farl = «ыб — 1) + 0,9000) 一 12, 
log Сеа (z) — 1) 
= (e акр A Ce) — 1) + C E р (2) — 1}, 
其 中 ]0, | =< 1, 16.1 = 1; 
(v) 对 于 任意 620, r> 0, E сабт, ё) > 0, стз 
5) 2 0, 使 
ее» b) sup Ve ies „(гу — 11 


<| Ех + ау) 
m 1 + z 


< (r, P) | G а 4, 


= — 2су(т›, b) | log |Jak] dt. 
此 处 Е.С) 和 Í, (zD 分 别 为 X ak 的 д. £. 和 с, Ё. 
证 (i) 因为 {Ха} ж) ш.а. п. ЖЖ , Bey HE Tal Е > 0, 在 
在 正 整 数 N(s)， 当 n> Ма) 时 有 


1 
ma РОХ] 28) < >> 


1564, 
从 而 
max aX) E С—Е, 8), 
вк, | 
EH е ШЕЖЕ: ЭП (i) 成 立 。 
GD 性 给 r> 0, т>0, 有 


| 下 了 Ra | | “¿Fa G) 


max 
LEk aky - 


a 101 • 


= |x| dF a) + „ах 


max Í (а АЕС 
I<k<k, 11е ТҮТИ Ja l< 
= ET + +” max | dF uxt) 
kh J rie 


对 一 切 0 < < v З, LH е > 0 可 任意 小 及 {Xu 26 u. z. n. 
体系 可 得 (ii). 

Gi) БХ} и.а. п. ЖЖ, a,Cr)—0, ВИД {Xa 一 
8.567) 是 пап. ЖЖ, 而 Х,а alr) АН HE pü Ж Ж 
е (ту, ВОВ u. а. п. 体系 的 第 (iv) 个 等 价 条 件 即 得 (十 ?。 

Gv) 由 于 {Х,.} {Хк 一 ankr) 都 是 о. а. п. 体系 ;所 以 


тах [fa — 1-90, шах |е fe) — 1| — 0, 
LER Gia akaka 


故 (у) 成立. 
œ) HT 


| еб, (г) — 1! 


е HISE T mee Dd F n (Cx) 


< ?1 арда) + 


= |fe. 
а еа р) Е, (ж) 
fiaa 


А 


21. Еб) 十 | Кх — а6т))4Е, (х) 


+ | z eao 002) дро) 


ЧЕЧ 


< 2| ава) + ll 


ЕНЕ 


о) ао) 69 


+ 


£ 一 a] б абу 
2 j... [1 + (z вһкбт)) ] I+ (x у dF ny) 


< + ныб | араке) 


Әр 
(кааб) _ 
x ИЖ I + (z out) 4Е G), 
但 是 ， 


«102 • 


1 + (т 一 {а„&(т 10% 
Iiae (т [а,(Е) 1 


(z — aa lT? ; 
x 1 + (z 一 aair Enele), 


由 上 述 二 不 等 式 并 注意 im max {а„&(т)| = Q 可 知 存在 с(т, 
z) > 0, È 
[е Юг C) — 1| 


Cr — аб) 
= G) |. 1 + (x — апт) аР) 


|... Fale) < | 


2 
= efr, :) |. гыр dF uatx + вһКт)), 


所 以 ;有 ст, 5) => 0. 使 
Се B) р LEa — 1 
=< |. -2 dF nlt + ga T) 

及 因为 | 

(х — ра) D (x — вак) + 2(х — аза(т) ант) — ва)» 
ED 

(x — anal r )F S (z ра) + 2(z — а„(т) Hak — 8.467). 
但 是 

(z — а„(т))' К 

j. 1 十 《rz 一 ar) 4б K 


< x є = Barr) VAF nla) + f i>r dEn (z), 


їж 
|... Са = aard Fn 


< w: [Cx — вок)? + 2(z — ат) pnt 
— ankr) la F, (x) 


=< j (z — ра d F, (x) 
Iz |<r 
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ЕАО ОЛИ О 


所 以 
| (fT) _ 了 下 Ke 


R 1 + (z sntr) 
<| _ C УЛАС 


СЕЧЕ 
仿 前 ,可 证 存在 Dle) > 0, Ë 


G — (т) | 
fa 1 + (x 一 gar) dF ngle) 


<D) |, Ty dEl 


аЕ 0х) x 
ШЕН 


Е) 
~ Dlr) Í. Гу Pa + gat), 


而 由 第 二 章 (4.7) 积分 不 等 式 有 
| ав + a) м(в)| U — atla, 


R' ] + x2 
总 之 ,存在 elr, b) > 0, 使 
\ Сх—а„&(т))* 4Е (х) 


R 1 + (x — ankr) 


< (r, b) | tt ае 


т» 
< —2e(z, b) | log 10) 148. 


定义 3.1 K {Xa} оа. c. 体系 ,如 果 存 在 常数 Ce， 使 
{Хш 一 Cag} 是 uan ЖА. 

ЫАЛ E uan (30 u.a cR {Xm} 的 对 应 的 特征 
函数 aO ROTAR Faa) 29 uan 体系 (或 u ac. 
ER). 

设 PaO 种 ва 分 别 为 Xa 的 特征 盘 数 及 中 位 数 , 对 于 v. 
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w 


а. c. ARRIE FI S£ tt EE 28 #F., 
ЭШЕТ УЕ FF 358 fr: 
(i) 存在 常数 Cu, 使 
Em max РОХ, C.a | 28) = 0 (—E £ > 0); 


тею ER Ns 


Gü) ЦАГ оа п. ЖА; 
Сн) Дет оку, a CO) 是 no. a. n. 体系。 
证 G) (ú), UL G) з. 因为 
1 — рб =< 2(1 |Р.) 12 
一 2(1 Je rR SnO) 
= 2]1 — ер, (z) 15 
WREE (Xa 一 С} 是 uan 体系 ,再 注意 mw a. n. ЖА 
RE Gv) 个 等 价 性 条 件 , 则 训 知 G) — (ш), 
Си) = Gi, АШ TILER 
Са) Ha 所 对 应 的 随机 变量 是 X, ВАНИЛ БЕ 
Хо СИП Аш = Xn — Xa 与 Xa 相互 独 交 县 其 有 共同 的 分 
Ж БЕ). 
(b) RESI. 
mas POXm 一 pl > e) < max P(X] > e), 


теке 

Сп) = G) ЖА. 

定义 3.2 а. FO 是 无 穷 可 分 的 ( 简 记 之 为 i.d.d.{.)， 
їп Ж ЫН ЕЖЕ n 都 存在 d. £, Fa) 使 


m 
Е(к) = (Fak F,* + ж Fa) (ж), 

此 处 # ЖИЕ. 

类 似 好 ,可 对 с. f. ЯП R. V. 来 下 无 穷 可 分 的 定义 . 

称 е. Е. fü) 是 无 穷 可 分 的 【 简 记 之 沪 i. d. с. f), WRA 
Е n, 都 存在 c. E. AO E JG) 一 р)", 

Ж R.Y. X Jë Su ay PJC ЇЕ id. К.У), ХНА 
正 整 数 =*， 都 存在 相互 独立 相间 分 布 的 随机 变 晤 X, s X, 使 
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X5 > X, 的 分 布 相同 ， 
k=L 


关于 无 穷 可 分 人 性 ,有 下 列 简 单 性 质 : 

(i) ЯС) Eide f, WO wi o. 

(ü) Ж /GO Æ i.d.c.f.， 则 对 任何 正 整 数 sn WEE cf. 
ha, fo — 1, f= С)", | 

证 (Gi) H д) ul py BE NI WEARERS л, 存在 c. Е. 
f), 使 O = С)". 所 以 


ко = иө. 
X |£) «1, 所 以 
1, Кг) = 0; 
о, №) = 0, 
而 fo) 是 连续 函数 , М0) = 1, 所 以 存在 8 > 0, 使 io >+ 


(q || < 5)， 所 以 当 || а В, gO = 1, АЙП т) ТЕ z = 0 
连续 ， 所 以 gG) 也 是 cf, й gG) = I G € RD， ЩЩ ИП) Ж 
处 为 0. 

(н) Æ 0) Æ id. с. f СТС) ЗС a 所 以 log fü) 
存在 县 有 穷 ， H id. ce £. 的 定义 又 知 存在 c. f. р), 使 JC) 一 


007 Ж hO 一 e UO пж. 

下 面 我 们 再 引进 一 族 特 征 函 数 ， 令 
oh а) ато). 

其 中 时 人) — РС), e ЕЗЙ, r 22 0, F) E: d. £. 

由 于 Z АЈА Н e K Ф (x) 唯一 决定 ;所 以 我 们 用 (a, P} 
表示 22 中 的 函数 . 

回 世 一 下 ,在 $2 中 , 曾 引 进 过 柄 氏族 SZ, 其 中 的 函数 用 Га, 
К(х)] Жл. 

命题 32 {eo, Фуу HE с... 

证 首先 注意 


+ 106 » 


z 
im 101 = lim ON = еб) = | 


f ia iir jH 
G 一 一 一 一 -| -一 一 


1 十 < х? 


是 x 的 有 界 连 续 函 数 ( 在 x 一 0 的 函数 信和 定义 为 fim (e — 1 — 
Шз 1 + x° a Lle . _ _ . 
1 + ËJ t= 2 ? } 而 更 是 一 个 有 限 的 L-S 测度 ,所 以 

若 令 
itx e + х? 


Ia = ( ия р — M _ g 
" ОИ и 1 十 = dE (=), 


я 


Te, Ш (к) = Jm etis 
Аке 


县 因为 {е, (х) 在 上 一 0 连续 :所 以 为 证 (e, Pa) 是 c.f.， 
只 需 证 朋 fnk = e'm 是 是 c. f., 今 分 1—45 Am) 为 

— A, — а < at) < --- < ab = А„, 

(з) 


ан? ÆU, im тах (ашу — аш) = 0, 
mere ljg 


Ж 
= lim S inn о | — іран) 1 + (z? 
人 
С (ан) — Сану) ). 
FFEA СИ, АШ > O 使 


n үү 


Н — её = lim ]] йе», 
f — = i=1 
这 就 说 明 mO 表 成 了 = 个 c £. 的 乘积 的 极限 ,又 因为 100) 在 
:一 0 连续 ,所 以 nO) 是 с. Е. 
命题 33 ос, 


证 任 取 KDe Sr, BE 


Ci jr) dC) 


Кд |, 


. А uzi П itx 1 

А tE. — i р. ——_; 
=} Ë 1 ты? y Р кон Á Ira =) PE ёк 
= e R R 


+ 1D7 +. 


4 


Pix) = 4К(у), а = а — ак(х), 


ате КЕР 


Д] р) = іа, FOJE Z, 

命题 34 Б В ЕРЕ r. (Pr 
ТЕПЕ БАЗА OMERE. РР Ж КУ ОВЕ BL Ч В ЕЛЕЕ.) 

证 由 于 бс, Н. 中 每 一 cf [КЫГАН ТЕ, ВТ 
以 为 证 命题 34， 只 需 证 明 Z НЕ КИЕТ ЕЮ c. f. 
Je) = {а, ху} 均 属 于 .97 即 可 ， 为 此 :我 们 首先 注意 ; 

IG) = Да, Ше) 的 二 春 矩 存在 所 > fO 存在 

<>| (к) < оо, 


所 以 由 KO = la, ©(х)} 的 二 阶 矩 存 在 得 : 


f А 1 
iar eitt I ri) Е: ак} 
д! 


fe, Ф (х) } =e 5 
其 中 a= a+] FG, КО) = | _ G + aG). Ж 


HD = le, T (zD) 6.0, | 

定理 31 《唯一 性 定理 》 (0, T) 礁 一 地 决定 了 cr 及 里 () 
《因此 SY 中 的 [es 下 (x)] 唯一 地 决定 了 a 及 KG). 

证 Ф о, Ф(к)) 一 etm。 (Е 


фи) = фиг) 一 (AD aG = D д 


= N [| 《1 一 ОК + x ат) ав 


若 令 


则 Ф(х) 等 于 一 个 分 布 函 数 乘 以 非 负 常数 o, Н, 
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р) = | | dD), 
- Е 


ЕН ИК ЗАВО Е К рО) 唯一 决定 了 ФО, БТ еко 叭 
一 决定 了 


1 
Wr (x = — d Cy), 
6 > j|... (! _ sin r)! + y 
y у? 


又 因为 < 由 Ф(х) 及 (0, Су) 所 唯一 决定 , 故 {os 于 (x)} Б 
唯一 决定 了 а. EEE. 

定理 3.2 (封闭 性 及 连续 性 ) 

(1) aca, We) — (== (о, Ск) {аз а) 

Gi) Ж (сы, ФС) РЕ с. Е, Ша, а, Ф„(х)——= 
WG), E f= Ча, FG), 

证 (G) 是 第 一 章 定 理 3.10.1 АЕТ. 

G) AA {os Ф, (к) 7, fB cf, 所 以 

lens 9, ОКО 《在 || S< T 上 一 至 成 立 )， 
Bi 


, ， йк 1+5 . 
tx ia} 
(„е te І+А? ) РЫ 4, 


ICME POHE 


1+ x 
| {созё®—1) F #4 (ху 


= je”? | == [c| 
ж |1 = T 上 一 至 成 立 . 
取 5>0 #10001 > О l| <a N), Ж 5 < T, 


Д] ‚ 
lim m 《1 一 costx) l 4 aT, (x) 
= — log 其 人 | = c, 
在 || яд 上 一 臻 成 立 。 因 此 存在 正 数 tE 
了 NI 1+ x° 
8 0 


|. G 一 созк) LE dy |а (a > 1), 
K x 
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Í x аш, (х) с (n> I), 
к ` ë x zt 


由 于 存在 正 数 人 4 和 B, 使 


0<4< (1 一 . es += < p< co (对 一 车 хє Р), 
x 


所 以 sup, sup Р.) < с, (8 


+ <) 1 — costr 
2 


(1 一 соѕғх) 


ШР 
РЫ 
+ ака 
所 以 
[ a- cos zx) 1 + 
R 
В 


х ар, (x) < [2 + +2), (s 2 1). 
` 2 


POIR- СЗ >0 GERY 
从 而 181501 存在 且 有 穷 G€ RD). $ 


Фф.) == іса 十 fa (== — 1 一 j ик ) + 1 + 2. dr (z), 


Hi 
im фаб) 一 Іор) 在 [| 所 了 上 一 致 成 立 . 
= 


ФО) = log fÚ), аб) 一 (1 — sar) 1 +>, 


GB) = | G.G, 
则 由 加 ,tx》 的 一 至 有 界 性 知 pt 在 *< [0, 1] 圭一 致 有 界 ， 
故 由 控制 收敛 定理 有 
f lim j. саф, Cs ) 


= im (wo _ f Palt +R) + Ф.(2— В) dh) 


+ 110 = 


= p) 一 есми) ар, 
° 2 
上 式 右 端 在 上 = 连续 ,又 因为 @.(x) 可 表 为 一 个 分 布 遂 数 老 以 
ЧЕТА К, Н. sup sup, @, (<) = D< со, REFE Ф(х), ES 
Р о ЕШ ЧЕДИ Ek Н | 


P(x) 一 > oa) (а-э оо), 
从 而 存在 盏 Ce]， 它 疗 为 某 一 分 布 函数 切 以 非 负 常数 ,并 有 


Pa) -一 = (к) (в со), 


所 以 | 
паті) ат) 
je 
又 因为 


| lim Pale) == фа, 
ЖУНИ, 即 发 现存 在 а, 使 


lim e, = e, 


n- 


再 用 本 定理 的 (i) 知 
lm {uas Bar)} = lim ea — (а, 008). 
і у E ШЕ 
lim etto 一 Ко), 
所 以 KO = (z, Ф (а) }. EREE. 
定理 3.3 ГЕРЕРО, 
(1) @,= z; (2) @ = — 971.4. <. f. Ж): 


(3) @,= {ff = ñ 1.060), fa) Euan ЖА) 
k=, | 


ka 
№0) = lim te JF flO 
ma k=1 
а 是 ua. n. ЖА. 


(D) Ф,— lo 


.lll. 


Ы =c, APh 
(Qo) = 2, ZENT ора) 


直接 推出 
=, Z, ER OEZ, Hid с. E. HERODA: FE 
ce. f. jo 一 1， 使 К) р" (а P> 1), SR K, = n, 


ka 


Һа) нр) (1 =< А, = n), W JG) = |] б). X 825 
k=1 


тах [fat — 1| = |800) 1|— 0 (ажоо), 
1905, 


所 以 (fa) 是 uan ЖЖ, М FG) 6 23. 

DCP, TARUL. 

Ф,с&ф,, 窗 待 下 一 节 证 朋 . 

命题 3.5 Z 重合 于 ， 有 限 个 泊 松 型 的 特征 函数 OO — 
eiit E-D 之 积 的 极限 特征 函数 族 。 

证 在 命题 3.2 中 已 证 前 者 含 于 后 者 ， 为 证 命题 3.5, 只 证 后 
者 含 于 前 者 。 任 取 

KD = pirita А 


作 至 (如 下 :更 的 测度 集中 在 “点 , 且 亚 (faej) = aO t ay, 


Д) = 世上 орсо} e 2. 再 注意 Р 对 函数 的 梁 法 
I +a 


运算 和 极限 运算 是 封闭 的 , 则 命题 得 证 
命题 3.6 OED (Б) 6 22, 
证 显然 . 
F. FAEERE A. 
(1) 退化 分 布 的 特征 函数 (e; 
(2) 正 态 分 布 的 特征 函数 Се; 
G) 泊 松 分 布 的 特征 函数 20; 
(4》 有 限 个 或 可 数 个 泊 松 型 的 特征 函数 之 积 


Ko аре 
Le) = ë 


6112, 


(其中 > le; Ш, арзе®0, 320, >u < о}; 

1 i 

б) aaam со 一 二 人 — = 的 特征 函数 

ДО = кшш; 
(6) ВЕЙ (Pearson, K.) 第 三 型 分 布 函数 的 特征 函数 
Ко = (1— i) (¿<> 0). 

注意 ， 无 处 为 0 НЕВА ESE 5SH| 2 0. 例如 R. 

V.X 定义 如 下 ; X 仅 取 —1,0, 1 三 个 值 , 对 应 的 概率 为 二 ,地 ， 


t . 1 j: 3 I i 3 cost 
э” 其 特征 函数 为 JG) — — k `—— =>0, 


但 /G) ЖАЗУУНУ. EEE, ЖХ t X, + X, 的 分 布 图 数 相 
H X, 与 X, 独立 同 分 布 , 则 X, 最 多 只 能 在 二 个 不 同 点 上 有 正 概 
Ж, ЖЮ а aa РОХ, = a) = p, P(X, = а) = 1 — p, F 
是 Р(Х = 2а,)= p, Р(Х = a, + а.) = p(l — р), Р(Х = 2а,) 
= (1— р). Н a < a, f$ 2a = — 1, a, да 0, 2а,== 1, 


Р L, 1р) е, G 一》 一 十 ， 而 此 为 不 可 能 ， 


+4 普遍 极限 定理 


在 这 一 节 里 ,我 们 将 要 回答 S 1 中 提出 的 两 个 问题 (DD (AD 和 
(1) (B). ME (Fat чап. ЖЖ, 
ka 


(AJ #1] Pal 的 极限 特征 函数 族 


102 X C, J: tr 
A? ka 

(B) HER fE C, lim етене ТЇ Со) = JG) 的 充 要 条 件 是 
什么 ? 

引 理 4.1 设 {fa (2) 1 Е ш.а. п. ЖА, Н. 

Km 


È hp ip EAG ten) <‹<% Ce 与 * 无 关 )， 


+113 + 


M О, | 
e Anat П ГАЧ 一 CRESIA V(x)}, 

: {ка . С . 
其 中 Рф) 是 jx 信之 dE (т) (хаР, (а) 如 $3 
MEL 0.09 A 是 实数 

„= À, +y „с + Уз, 


———— dF ngl 十 aalr)» 


і 1 — T TL ы 
k, 
P= D f ару + ад). 
кез ir) 1 + у! 


为 I! (或 >) ma 为 тах, 
k к f 
ШЕ f 令 J. C) = ны, 任 s€ Ri, 再 令 z. 一 Ў... 
Я, = 4,— > ans Wo = Ces] aG, MU 


Уло 
W, = ате z, = е -id nie e 


_ Sle- Peng t) 
© == с "ое А i 
=E 
Гао 1] СА Ce — ID + Ср Са) 101 
=< [е ако — 1] + С) — 11; 
由 f) 是 uan 体系 知 


lim тах || = 0, Jim max Ө; 一 il = 0, 
MELES Ea 一 max ,zmk 一 ils HE E, = о(1) (n— оо), H 
此 ,由 uan 之 性 质 (v) 有 | 


Ува 400 fe 


= 1:42 


cI +z — dF ala + ang) 


=e <o (nZ 1), 


Уза — 1 < š, >; |z 11 = o(1) (n — co), 
K | k 


因 些 , 取 


аад] 
AETI =, * > 


则 有 Hm ĝl) = 1, Н 
А >, D 
W, = 0,(sye ino. Q À 


> fpa ap kita, 
= Ө)" .. k 


x 1+у* 


， i 
= EO —- lta? ) =š WSA 


EE 4.1 《中心 极限 定理 ) 设 {fox} 为 u.a.n. 体系 {4} 
ж, Ж 


Hm < Aa: П farke) = 10), 
яе x 


JG) 是 cf MUJ £= le, Tie 起， 多 是 $3 中 所 定义 的 元 
穷 可 分 特征 冰 数 族 ， 
证 Buan ЖА (v) 有 


>` | — dF „(х + fned 


k F ] + z 


< — 2ебт› 90) |" ов alle, (4л) 
# Е 
її | | | 
Em Т Jia OP ~ IG), (4.2) 


LAAR RAEI lk КЕ ЖЕЛЕРИ ЖЕЛЕЗЫ RRA F a Ж — Ж BS, 
B. KOV 连续 ， 0) 一 1， 所 以 可 以 取 适 当 小 的 б> 0, 使 


0% 一 Iog [113300 М (H |4] д, s 2 1), 
k . . 


Њай 


0< —2 > Хов) < M (SH |] <, aP 1), G43) 
H (41) 和 (аз) 得 知 引 理 4.1 的 条 件 成 立 , 故 由 引 理 4.1 得 
е4 II б) = Ot) oss Fah 0,G)— 1, 
HT Hm Olan ®„(х)} = J)， 所 以 
JG) = Bm {ors 9,6071. 
Lans POED, НЫШ S 3 定理 3.22 的 封闭 性 知 CO e 


ч 


МЕ 


本 定理 完成 了 定理 3.3 РЖКОРНННЈ 7): Dc, 
下 面 我 们 研究 ete Jf aG) e, ФС) р RERI 


定理 4.2 É ОА) аап, 体系 ,出 
lime” Т] aG) = le, Са) 
k 


的 充 早 条件 是 
{ „(жу a), Ca) 
aa 《对 一 个 或 一 切 т> 0), Ca) 
其 中 
x) == A 
F, (а) > j. „тр абу + вок) 


, = — A, ++ рг Ta 


注意 : 由 于 а = aalr) PA TP.Cz) £ o, 都 和 = 有关， 
”证 ВЕ. 仿 定理 41, 可 证 


У {тааб ао со (бн), 


— dF plt + аһ), 


故 由 引 理 4.1 有 
eiin П ГС) шы B,C) Loss ш Су)» 8,Cz2) > 1. 
* 


* 11б» 


. «+ "ы + 


lim eint ]I Ье) = la, Fih, 
"== k 
所 以 lim {es Br) = la, ФС), 


用 定理 3.2 得 : са ©з 


Сх) (0), 
充分 性 ,车 {falr)} E u.a.n. ЖЕ, B. 


Ea > y Cx) 一 > Ф (z), 
MUH lim Ф„(сооу = (oo) < oo 有 


>|, 


— F, хо + gz; 
l l+ ++ aa) 


=T,(%)=< e < оо (5r E), 
此 即 引 理 4.1 的 条 件 全 部 满足 , 所 以 


е Ц о) 9,0059, Pp) 
k 


Ө.) — I, 
而 出 定理 3.2 有 


{itas W. (xz)) > [æ FR 
所 以 


lim e aa П Раб) == Ха, Сау}, 
n— = k ` 
此 定理 回答 了 问题 (73 (n). 但 


(х) -一 > 有 (oa -> 


的 概率 意义 不 玉 明 三, 下 面 我 们 再 给 出 一 个 充分 必要 条 件 ， 为 此 ， 
需要 作 一 些 准备 工作 . 


两 个 不 等 式 设 {Fa} 20 оа. п. КА. 


G) EÈ раву + aC) 
k 


„|у!<х 


-ao 人 
其 中 不 妨 爸 drar H 
јд, єк У) f аР) 
. & rax 


yia FROY} + A,, 
| +4) 


+117» 


+ (x + 283: 》， | dF naO (4.5) 
K 


хуа 


《只 要 n Ш® N(E, z, T)), 


证 
> | а АЕ бу + anl) 
Р РАЧЕ 


(y 一 a, (r) F, Cy) 


一 | 
k у атт 


|, к<, УТ ane CTIN dP p O + АФ 

|... (у 一 aG) F, OG + АР + АР 
[h AE СУ) 一 2an EF 

|... аР 0 | 十 АФ + AD 


EE 


a< Ры) — 1 yaF,,G)) | 


А2 + A? HAF, (4.6) 


HM. + E ы 


而 
[АЎ < > |a, IG): а (9) 2Р0) | 


РЧ 
= > dp CW)? I „IEO 


L yi> 


< 0) > 1 EnO) Can = max |а, |), 


А2 = У) Í (aG) — а„(т))(2у — anle) 


K ` !у1<ха | 
= BolT) A Fai ty) 
= Denk) 一 oa 120 60) 


十 Capg k) = qa. (r))]aF,,Cy) 


* 118 = 


© ресе 


АІ) 


m У |а — KOOR ФЕ.) 
Ë Pr 


+ CaCa) — (ЮУ | dE, 


ЛИТЕ z, = max | es 则 得 
JAP] < al) + а, (т), G) 5 Í ав) 
k t 


ly | 
+5(| 
«200,009 + aaa D „4Р0? 
K 


[у жх 
` z 
' dEl ) 
+ >; r (L... * y) 


* 


эу) 


tr 


< Kale) + a,(2))a,,GO >| dEn) 
k * 


Iyl 
2 
+r СЗ) > |. aF. 


< [2Ga, а) + а,(т))а, (х) + т! max I dF „© | 


„1у!>» 

。 > f dEn O)|. 
K e rle 

因为 在 oan 条 件 下 有 


Lm 2a,Cx) = 0, lim тах | aF p) == 0, 
n — nra k x 


ly 15 
所 以 ， 对 任何 8 > б, 都 存在 №, ts т), 使 n == ACE, Xa T) 
时 有 有 

| dF (у). (4.7) 
у Гах 


Га?) + api < У | 
k 

x 

Am 一 |! Cy — ¿ACE AG) 


£ ly rl 
= | 0040), 
1142 


#119 є 


所 以 
[АФ] < >` | (у — al DYFER AG) 
k V 


其 中 V= у [а (1 ly] < x ао). 

п 充分 大 后 有 
Ia 5) | 

K 
< Cx + 25) 之 | алаа, 

由 (4.6), (4.7), (4.8) 即 得 证 本 不 等 式 ， 
Gi) > Уа + aaC0)] 
k 


< CG + 2e) 5 ` Í АЕ СУ) 
K 


下 一 5 号 19 1614-8 


fly) + ер, Су? 


х—&ад|у!& u +: 


dF pg (уз, 


yles 


+ Е > |... dF n) 
【只 要 я> М(в,т)). 


>) 


k ly—sskUry|<r 


= 


бу 一 СРО) | 


< 


> (L, e a O T МЕ Су) 

E fia Cy 一 anKT) Ja Fagy) )| 

十 > | 
к 


<| О + 104,0 


„ы О аға) | 


+ |> aalr) |. dEn), 


其 中 Us [ут anr) = |у] = z+ Jall 
{Fa 是 tan, 体系 ,所 以 I 
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因此 , 当 


(4.8) 


(4.95 


(4.105 
出 于 


LINI 


lim max аСт) | = 0, 
因此 , 当 # > М(в,т) WHE 
max lan O| < s, 


(и) 
以 (4.11) ЖА (4.10) 得 


|> | (= асар) 
L |у—атд\к)!<г 


= У | 
k 

+e > |... dF aly) 

== (r + 28) > j 
k 


+ >| „4Р0. (4.12) 
k т 


1з Т 


со | u ато) = | _ СЕЎ ane, 


(—w z; у! (=w z) y 


{|у] + edF ky) 


гв r+ 


4F,,Cy2 


rel yl <: 


(x < 0, rE cN) 


1 1 
G) | тоо 一 | kuna, 
Е] y y 


+ хо; 


(x > 0, хє cE NN e (#,)); 
(ш) rdp = rnd. 


见 47, == F, 
证 (1) aE. 5 
P(x) — (s.m EE ар) (z < 0), ¿= 1,2, 


MA (1) 1 HG = Ф,(х), z <20, хє et) П (m,y, 而 
eFON (TD Æ R 中 处 处 稀 密 , 且 Ф. (к) 是 x 的 单调 非 降 云 连 
续 的 函数 ,所 以 

@, (z) = Ф,(х), #0 
ARER a < b < D, 有 
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T,(La, Бу) ~ TAO 


ji 


т ИКЕ + х? 2Ф,0ж) == Tr,([a , Бу), 


їш—Ъ}ЖН]( 602622 ВЕЗЕ, ik HH ЇЙ НЕД SEDE — ВЕЗЕ 
m (A) =a СА), AE @'(—осо, 07» 
&'\(—о, 0) Жл ЕН ЕН ЕВИ. 
(2) th 1) 可 证 ; “(лу = CA4), Ae 27100, со), 
最 后 ,由 (Hi) 有 saoj) = m,G101), 所 以 T, = Fa 
引 理 43 在 引 理 4. 中 ,把 Gi) 收成 
Gii) FE 各 盖 0， 土 zaE с(Ш,)ПебФ„у 使 
ато) | HTO), 
也 次 同样 的 第 论 ; Ш. = F 
证 ”为 证 引进 4.3, RENER: G), Gi), Giy = G), 83: 
上 ,直人 (и) 可 推出 Ф,СА) = P(C 0 ёл, 4 E 29). 再 
H Ош)” АП; 对 任何 r> 0, E 
(tam | G + ужб), 
< x {0 БИ Ет т.({0)) == m, 101). 
引 理 44 W. 于。， T EX g 上 的 有 限 测度 {л = 1). Ц 
更。 一 > w 的 充 要 条 件 是 
G) imf КЖ 4060) e HE use) 
(—s z) y у 


n — (— x. z) 


(xz < 0, z€ суу; 


Gi) imf m а®,(у) = | Es 29 (y) 


">o Lr} 


Cr > 0, x€ e(T5); 
Gi) lim |. CL ya, (у) = |. (1 + у) 29 Су) 


《对 一 切 x > 0, x€ (F) 或 一 个 这 样 的 т). 
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HN 


证 “必要 性 由 第 一 章 定理 3.10.1 可 得 。 


充分 性 .因为 
liin (эр| dt Cx) ) 
4— aay Jix|> á 
Жас) 
2 
= lm (= | Ltg d(x) ) 
A а> Jiliri >a g 
ЕА®( 
= lim (зар j LL Z ar, Cr) 
д іже }\г|>4 
#АкгР) 
+ sup | 1 + = gt. о), 
yw Лара ш 


但 是 ,由 ORGA: 对 任何 s> 0, АЈБ ДИ Nf A. 使 
su ИЯ LEZ dr) < E, 


P 
nN 
因此 
Em (зыр |0900) 
*+*AKE (F) 


2 . 
=< lm ( su fa Fa dF, C) + °) = 


P 5 

二 х 
he > 0 可 任意 小 ,得 | | 
lim (sup f, 49.69) j= 0 (4.13) 


A— wal 
AEP) 


因此 ,为 证 T, — r, REER т, >r, KAX 
Wo0) 一 | 00,05) 


<| IEY aro +Í L + p Cy) 
-o= y каю) y 
(ажуа) 

~ W. арор + | „400 
+f аж paro], 
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其 中 z2> 0, + хЄс(#), НОСИ) (Н). BrËL, UP,CG)1 
ERARD MA Fs 一 定 有 能 次 喜 子 序列 ， 因 此 ,为 证 
{Ф„} 弱 收 全 ,只 需 证 明 其 性 一 磺 跑 伐 子 序列 的 极限 都 是 亚 。 令 
Fag -E Ф СА 一 с), 
Щн (4.13) 得 
p, — (6 ос), 
所 以 :由 第 一 章 定理 3.10.1 得 


3 
Em [ l + у dF Cy) 


у 


1 
1+ У афу) (z< 0, z€ c(@)D); 
y 


+ 
v Ган) 


у? 


= | N" I+ p(y) (=> 0, x€ c(0)); 


у 


imf 《1 DTO) 


А-2 


Sfi OHO G> =e CD, 


PEZAS EPZA (0) Gi) (ш) Юй, УЖИ ФЕ 
аз 4.3 Фа, т еф, 
引 理 4.5 把 引 理 4.4 中 的 (说) №, 


Guy* Jim Em j ыо (1 + у), Су) 


于 二 十 во an 


= lim ïm |. 《1 + ра, Су) = (161), 


x 二 上 十 п-т 


JIER 4.4 的 结论 仍然 成 立 , 
证 必要 性 . 车 Ф, — F, 取 rnc, +. 10， HJ 
. lim Tmf CE PaF) 


Imt? m+ 


, @ + a) = 00р). 


Km Q J[— x: 5m 


+ 124. 


而 (4 ауа, о) 是 = 的 单调 函数 , 故 


п = 


lim Ta j. ‚а + удеу) = @({0}), 


aalt пке 


仿 之 可 证 
lim lim 1 《1 + уа, Су) = (Ор). 


+ no 


AAE. WEE 4.4， 为 证 Fey, RREN {@,} 的 任 
何 一 个 弱 收 伍 子 殉 的 极限 都 是 于。 令 {т} (Р) 的 一 个 弹 收 
合子 列 ,其 极限 为 A, MDE 
F, 一 一 ~ 一 > 
因此 р Ф (6 99), 
üm | L ду Cy) 
【一 的 + 下 


y: 


Н 
-| LEY афсу) G<, =є‹(Ф))3 
(=r) y 


2 
lim \ LTD qp, (Cy) 
2 [reo 


у 


= | „ 1+0 PO) (x> 0, x€ ¿(@D5); 


у 


Jim Ja „a+ у')аҸ, (у) 


к= 
т Б (1 + удару) («с> 0, trer) 
把 最 后 一 式 令 л уо 得 
И бш |... (1 + Fa) = PA. 


T0 k>m 


把 此 式 与 Gi H.i adop 一 于 (40})， 总 之 ,我 们 证 明了 对 
жы ber, 满足 引 理 和 2 中 的 三 个 条 件 ， 所 以 Ф = W. 51E 
zh, | 

定 更 4.3 设 lal) 为 9.a.n. ЖЖ, 则 


lim езе II fale) = {a FC) (4.14) 


的 充 要 末 件 基 : 
(1) (а) lim У) Far lx) 
о k 


=Í LE 


9] 


O) im 2 (I — гыс) 


а (к) (х<0, хє r) 


=Í „52 ar) C> 0, x€ (Фу); 


y 
сп) lim > Ú< y F.) 一 (| ›4Р„ OY} 


= Í Cl 十 у?)4 (у) (9—0 + 0, tré ); 
‚т< с) 或 一 个 这 样 的 * 


(ш) lm |- 4, + > 8,007) — | у4@ (у) | 


Р 


lyl<r 
+ \, (>т Laro) 
=x (a HJ r> O, ETE (>), 
或 一 个 这 样 的 = 


其 中 Fal) 是 ef aG) 的 a.f. alr) 如 $3 ES. 
证 令 
gr, (x) = > j. xy 1 r; Itp 


зоо 

k k 

则 由 定理 4.2 得 知 (4.14) 与 
{9.69 -一 ir), (с) 


а, — z, (е) 
等 价 。 因此 ， 为 证 定理 4.3， 只 需 证 明 (c) Е (а) 5 (D, (ID. 
(ш) 等 价 .但是 ,由 引 理 4.4 得 知 Сс) 与 下 列 三 个 条 件 等 价 : 


> Forla + aa (22) = |... 5 LES др, Су) 


Foy + а,4(7)), 


'1 + x z — 4F,,(x + а,467)), 
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1 十 上 上 


-= j. а (у) (x < 0,x€ с(Ф)), (1°) 


У) (t — Fale + аа(т))) = | Lt шу) 
£ Газо) у 


|, У ату) (z > 0, rE (у), | (2°) 
> fia y'2F.,(y + а„бт')) = а Q + y) Cy) 


一 | l< (1+ ydy), HE с> 0, reel) 


或 一 个 这 样 的 x. (3°) 
简 记 gutCT) 为 а, H+ max | an] 一 0， 所 以 对 任何 正 整 


正 整 数 Мот), 当 в > М(т) 时 有 max |ang] < bm MEL 


Im >, Fal) < lm D) F..(xz + a T bnd) (m 221), 
п-се k м0 F . 


Em >, Fal 2 lim D, Fale t an — bm) (m 1), 
но k зю k 
EE. 6 (1° p yz, Me 


Em 2. Е.б) = lm | кыы 1 = 1@ (у) 
7 |, ` t > 29 (y) (z <0, z€ ((@)), 


lim > F , (w) Ш> imf ы 1 s > ат (у) 


= 


т КЕ = у > аф(уу (= <o, кє‹(®)). 


所 以 | 
im D) Fal) 一 | LEY jp(y) 
жо ©К C y 

(z< 0, z€ с(ш)), 
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ER (D(a) 成 立 . 仿 之 可 证 (2°) = (П) (b). 类似 地 ,可 证 人 D (а) 
K (b) = (19) 及 (2°)。 总 之 我 们 证 明了 ，《D < (1°) 及 (2°), 
从 而 我 们 证 明了 | 
(а) <=> (DD, (3°), 
所 以 为 证 定理 ,又 只 需 证 
(D, G°), Ca) <= (D, (1). (їп), 

为 此 ,我 们 分 几 步 ， 

1. (т) = “(3° ) => D”. 

W (D 成 立 ， 由 不 等 式 (4.4) 得 


>; 1 y'2F ,. (y + аһ) 
& 


7 > ||... У4Е Су) — (| у4Ё aO)? + A.s (44) 
la, < е >; |... 4F2G) 
+ (x + 28) > | уд AEO 
而 当 (1) 成 立时 
tm [e Dh ern) + G + 267 >| Q... ar] 
一 中 Брегу |а, =” a Cy) 


(z > 0, r, * + g€ e(P)). ВИИ, H = >o 可 以 任意 小 知 ， 当 
(1) 成 立时 
"A = 0. 
IN H, 当 (Т) 成 立时 有 
(ID <= (3°), | 
2. (c) 《等 价 地 (D 及 (D) => “(6) ә С)”, ВЕЕ 
(c) CR (D 和 CD, 或 {DD AGD F, g 


а y 
> j, py FO + ащ) 
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=| . aro) —| ry) + oQ) G — =), 
rie y 2 уі 4 15) 
EEL, 0 


wa. y 
— zF, + z, 
> | (теу xCy к) 


= 5) dF + 
k o” F 


yI 
рац dF, + я 
Угур Fa + as) 


k 
y 

+ | У аР, (у + an 

> lylər 1 + ° ‘Cy F ang) 
_ ñ „Ө = dF 

> |... yd «у + а 2 fia у „© 

+ | 1 її „буу, (4.16) 
Jlylzr У 


利用 不 等 式 (4.9) 及 (а) 可 得 
> | yaF aly + | 
k 


=< (z + 26) У) Í dF arly) 
k 


r—s<iyl<z+a 


lyla 


+ ғ > w aF, CO), 
ЕҢ (<) 得 
lim |с + 2&) >) | 
ымы k 


= iim [e + 2) L+ gy, (у) 


r—t<lyl<r +a у? 


ағу + 5| аға) | 


т-рага Iris 


1+ у 
— daf G) 


тау | rs y 


sÍ 1 ty dF, (4.17) 
ПЕ y 


— (r + 2в)\ 


由 (4.17) Ж 8 > 0 可 任意 小 得 知 - 
Df зву + sa) = eQ) (aoo), (418) 
R 


lyl<r 


显然 , 由 (с) 可 知 ， 当 я со 时 有 


1 
w y 4 ©) 7 | i>r Y 406) + ol1) 
(r> 0, + тєс(Ф)), (4.19) 
fya yaY, Cy) ш fia 74 要 (7) 十 00) 
(r> 0, +теєс(#)), (4.20) 


ЕҢ (4.18), (4.19), (4.20), (4.16) 得 知 (415) RI. EEEE. 
定理 4.4 ж (5.0) 是 uan ЖА, HJ 
lim e€ fat П Ье) = La, Ш(х)} 
# “а K 


的 充 要 条 件 大 定理 4.3 hi O D 及 


Ок) жаш Dry) — (Í yda0) )} 


» A lyi ipler 
= ба im > ы. 4) 一 (| „..4®©®?)} 
一 @({0)), 


证 ”为 证 定理 44, ИҢ ШЕЖЕ 4.3 的 证 明 中 最 初 应 用 引 理 
4.4 的 地 方 改 为 应 用 引 理 4.5 и], 

上 述 两 个 定理 中 , { 4 都 是 事先 给 定 的 实数 列 ， 所 以 {4 76 
充 要 条 尾 中 出 现 . 

定理 45 3 060) 为 ua п. ЖА, АЗИЯ A) 使 


Hm eta TE faG) (а, G} 
的 充 要 条 件 是 (т), (D (或 者 (1), L). КНАН 
£, == >; dork r) 一 а 一 j | yd (y) 
Гү у|<т 


+ | + IUC) + ol) (а °), 
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(т> 0, # ëE c (#)), 
定理 46 Ж (1.003 是 u.a n ЖЖ, Ж 是 Xa 的 < 
Eo 欲 有 实数 列 {4,} 使 


lm giint П С) —_ {es эү; 
"== k 


的 充 要 条 件 是 定理 4.4 中 的 (П) 和 
(0) (а) Em P(min Xa < z) 


f 一 sf 一 人 , Lt > оуу), r= 0, z€ (Ф); 
1, = > 0, 
(b) lim P(max Xa < z) 
0, х < 0; 


-| 1 => ту), r> 0, хЄс(Ф), 


证 ”由 定理 4.5, 为 证 定理 4.6, 内 需 证 明 
D= “(D => СЬ)”. 
АЙЕ: GH) => “(D Са) ә С) (а)". ЗМИ, 
又 因为 x > 0 时 ,由 ъз. п. 条件 总 有 
0=<1— P (min Ж < х) = Р(Х», 2 x, k= 1, 2, "> Ka) 


~ Ш> аана > х) —*+ 0 (n— °), ` 
FRE 

| Hm P (min Х.д < x) = 1 Є > 0), 
БІ, KEE (П) 成 立 下 有 “(CDCa) e> (C10)(a)”， 又 只 需 证 在 条 
# (D кж. 


“lim Pimin Xay < х) = 1 — exp( 一 f, a 1+ ат ( ?) 
PET k _ у? 


(= < 0, хєс()) 
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z 
<> lim Р(х) = | L + руу 
пт “r у 


(=) 2 | 
(z< 0r E cy. (421) 
事实 上 ,由 uan 条件 有 lim max F, G) = 0 (33 z < 0), #K 


P (min Ха <) = 1— [~ Fae) 
k 
一 1 一 exp( 5 log {1 — Fa GD), (4.22) 
* ` 
> F, (x) = = S log (1 — Faw) ) 
k K 
=< >] F, (х) + уу MO 
к k 
< >, Faull + oD)) (а — eo). 
k 


ВЕ, 5 п — oo 时 ， > F pala) 与 一 > log (1 — F,, (z)) 有 


k ® 

相同 的 极限 (只 要 其 中 有 一 个 舱 限 存在 ), 因 此 ,由 (4.22) 得 (4.21)， 
定理 证 毕 ， | 

上 面 我们 讨论 了 v. а, п. 体系 的 极限 定理 ,下 面 我 们 类 似 地 给 
出 nu. a. ec， 体系 的 极限 定理 。 

由 于 (fay Ж м.а. с. 体系 的 充 要 条 伴 是 T. lima. (DY 
Ж uan 体系 (其 中 za 是 X,, 的 中 位 数 ) 所 以 ,在 udc. 条 
件 下 的 极限 定理 访 质 上 不 会 有 新 内 容 ， 如 果 进 行 下 述 变 换 ;: 

Е.С) Ж) Fr G) = Fale H uni 

dalr) 换 为 { zd F, (z) = фт) — н; 


Faa 十 а.562)) 5 Fu (z + P,. (z) 一 Har) 
一 Fale + bakr) 


— À, Hg — £, + T Ea 
k 
NEM 4.1 一 定理 4.5 完全 可 以 平行 地 搬运 来 。 
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定理 4.1 车 (fate 是 м.а. с. 体系 ; 且 
lm с J| ый = KO 是 Е, 
fi k 
ШКО Eidet, 
定理 4.2” 若 (Ор 是 vu. а.с. 体系 , 则 
lim e i Aa: П Ja C) = {о ФО) 


的 充 要 条 件 是 
тю = D {отно + ba GD) 
一 = (x), (а) 
= 一 4, + > b, (r) + > ИЕ тугу FeO 
+ Bult)) 一 =, (9) 


定理 43'” #001001 Æ uae ЖЖ, MI 
Ип, eita П 0) = {а, PCr)? 


的 充 要 条 件 是 : | 
QG) ка Уу Fee T аро) 
L L k 


(—=,x) 


(х< 0, хєє(Ф)), 
(b) ша Бу(1— Р) = |, EE ату) 
sm х) 


(x > 0, хє cF); 
GD im D |, aG — (f pan) 


-| (1 + y) 26G) ( > 0, +xé (Ф), R), 
ДЕЕ 对 一 个 这 样 的 =# 
GD ва (—4,+ > Бб) 


- + | ›4 у) — |, awly) 


РЕ уе y 
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(r> 0, жує (Ф), В-КА т). 
定理 44 2 {a0 是 u.a.c ШД 


lim еті TI кб) = 12, “ху 
n-o X 


的 充 要 条 件 是 : Gl, GD 和 
(Y Em Hm > I... yd Еу) 一 (|. ағъ0))) 


a> + ж-о 


- 2n, ma Dija O 


л < 
_ (fa Fa] = жор. 


定理 4.5” E aO) 为 ua ЖЖ. ЖК ТР ТЕ ЖОК Я) 
{Aa} 使 


Hm eiA H Р) = Ха, S (ay 
ka k 


的 充 要 条 件 是 : (Т)' 和 (ID (s (1)' 和 GU). 而 且 这 和 册 只 需 取 
A, — DB) b, (z) — е f yat (у) 


1 
+ ОЕ aF (y) + о(1) (а-»®оо), 


(r> 0, +тє (E), RI — MAEN т). 


55. 应 用 


ERATE, 我们 研究 了 voan 体系 {Xo} (或 {Р} 
[Fa D: EATA 
(1) 征明 了 一 切 vuan 体系 {jt} 的 极限 特征 函数 族 与 无 


穷 可 分 特征 函数 族 2 重合 , 其 范式 为 
{as PC} 一 exp ir + 人 (e 一 1 一 22)! = z a (2) ) 
(定理 4.1)。 


(2) 找 出 了 沫 一 个 uan. 体系 (fal 的 极限 特征 水 数 为 
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{а, FO) 的 充 要 条 件 (定理 42—4.5), 

我 们 知道 , 零 一 律 , 泊 松 分 布 、 EEDA RELATA. A 
而 ,自然 地 ,我 们 要 利用 定理 4.2 一 4. 的 普遍 结论 , ШЖМ и, 
s.n. 体系 {fox} 以 零 一 律 \ 正 起 分 布 , 浪 松 分 布 的 特征 冰 数 为 极限 
的 充 要 条 件 . 

1 .向 泊 松 分 布 收 敏 

定理 51 IR CGIE u a п. IEE, le, Чу} 一 ео, Д] 


lm [I ZG) 一 te, GO) 
Li a & 
的 充 要 条 件 是 : 
(D (а) Hm >] Fale) =0 (x< 0, 
а-ә у 


. A, 0 — x< I: 
by N 1 Е, -{ , 
Cb) Em > ( e) 0, 1< *< co; 


Оу 
` (0 < zx < 1); 


(ш) lim У) |, _ ydF бу) =0 (0< x< 1. 
пе СУ гет 


Edis 


证 BX le PO) = e=, 所 以 a 一 之 ，w({1}) = 


Žo ФСЕ) 一 0， 再 利用 定理 4.3 得 定理 5.1. 
2. 向 正 态 分 布 收敛 | 
定理 3.2 {jit 是 u.a n. ЖАН 

lim eist II fale) = ein 
п-т F] 
的 充 要 条 件 是 
(ID Em 57424000 (G> 0); 


OD tm D f] 


(z > 0); 


Гэ 


135. 


{тї lim (— 4, + > 1 ағ.) = (x > 0), 


证 Jë е — (s, Phe}, H] a = 0,Ф({0}) =1, PERN 
{0}) 一 0。 落 再 注意 (D АТ {СЮ} 是 ааа ЖА, ШШШ 
定理 4.3 即 得 定理 5.2, 

”定理 5.3 (O) 是 vu.a.c ЖАН 


Jim ei Ji farla) = е4 
я — k 


的 充 要 条 件 是 : 
(1) Hm 5) | ФЕ Су) = 0 (к > 0); 
трка ri y |> x 
(ID lm > fua УЕ у) Е (м. у2Р0у)) - l 


(x > 0); 


(ND Em (— A, + > w ак) =0 (xz> 0). 


证 内需 注意 (蕴含 了 (aG) Боас. 体系 ,再 用 定理 
4.3' 见得 定理 5.3。 
定理 5.4 设 IX. 仪 满足 ， 每 一 行 Хә. ++, Хи RBE 
相互 独立 的 随机 变量 , 且 
= (> х) FG), 
k 


FC) JÉ d io ЩЩ {(Х„}) чап. 体系 且 Flx) 是 正 态 分 布 
BARRE 


(1)* üm max Xal = 0, [P] ` 
证 ”因为 
P Стах IX, | =e) = 1— РОХ < =) 
k 
-1- Ц (1—00) 
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所 以 
1 一 „ЗИ эре #F, t) s= P (max [Xal = в) 
= > |, : Е, CG). | (5.1) 
£ Уе 


上 上述 不 等 式 说明 (1)* 与 定理 5.2 中 的 《IT) 等 价 ， 故 定理 的 必要 性 
部 分 得 证 . | 
再 证 充分 性. 设 (D* 成 立 ， 风 由 《5.1) 得 知 


lim >; | dF ly) = 0 (£ > 0), 
K EA 


m 


所 以 (Fa) 为 nu aa, ЖЖ. т 
Hm [Т С) 一 К) 
"= k 
是 特征 函数 , 记 以 由 定理 4.1 得 Кг) = (о, (z) рє 27, 因此 ,由 
定理 4.3 GDA: 当 r> 0, zec) RHA 
H, (x) == Е, 一 | 4 F.C) | 
š > I! YA Fry) (I yd Faly ү! 


Iyak 
7 fina (1 + уда Су) (ә оо). 


Edt 


жр (уат) 在 r> 0，xe ce(@) 时 为 常数 , 则 


于 只 有 在 {0 上 有 正 测 度 ,; 芍 le, Fi) 是 正 态 特 征 函 数 , 即 充分 
性 得 证 . 
ELE ER z, > x; > 0. 15 6 e(@), ШЇ 
|. G + уар — j. G + ya (| 
= lim |H,Gz) 一 名 (| 


= |; 1 — 
lm > | сз. У аР. (у) Df, enen ?Fe 
1 
` PEZO т En) 
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= х1 lim [4 
S ai lim | > аы 


3. 192 — Er ak 
定理 5.5 (11,60) 是 uan ЖАА 


lim ettn П кг) = 1 
La. k 


ағ) = 


的 充 要 条 件 是 : 
(1) im У) | аР) 一 0 (一 切 或 一 个 z > о); 


(u) lim > Ia У^Е,бу) Е ( ›4Е„ ©} = 
(一 切 z > 03: | 

СТП) lim (— 4, + >; | ›4Е ©) = 0, 

ж-ш " Iyl<r 

《一 场 或 一 个 二 > 0), 

证 为 证 定理 55， 只 需 注 意 : 零 一 律 的 特征 函数 1 = (а, 
Fix} «== 0, FO = 0, НО) а | (fay 是 оао. Ж 
系 ; 则 由 定理 4.3 即 得 定理 5.5. 


定 再 5.6 [шен П Һа) = 1 的 充 要 条 件 是 
im — (X. — za) _ = 
п > Е( 1+ (Хх = вак) ) > (5.2) 
lim (— 4, + bar)) = 0, (5.3) 


其 中 Ёк» Ф.т) 的 疮 史 如 定理 4.1”. 
先 证 
引 理 5.1 # d.f FCs) 的 中 位 数 为 0, M 
( y2FG)) <t | УЧЕ(у) (а> 0). 


= (зет) 


< max (|. ydF (y) у, (| уйуу 


< шах ff FO) | a TOD 


й<у< De 


| ya F Су) ° (| аку) 
y —“ y 0 . 
1 L 

= 2 > -一 z } 
= max | 2 |. У 4Р0) 2 | у Ру) 

1 | А 

— dF А 
< з фу? (у) 


现在 用 引 理 5.1 来 证 明定 理 5.6, 
必要 性 车 Im ¿et Тро = 1, ДЕН 
"== k 


max (1 一 М0) < > G — lfl) 
k 
=< — og [[ ljO P— 0, 
. k . 


知 [ha Gl Ж ч.а.с. 体系 。 故 从 定理 4.3 得 : 
CY (aD) lm ` Frtx t an) m0 (х < 0), 
n” k 


(b) lim > (1 — Fax + нау) = 0 (z> 0); 
GD” m > || 
ш (И yaFarly + ы?) } =0 (*> 0); 


(пу ва (4+ У вао) —0 G> 0). 


iyis ydF aly + Bak) 


由 引 理 5.1 得 (Пу 等 价 于 


lim 之 |... уаЕ,(у + ва) = 0 (<> 0), (5.4) 
CD' 等 价 于 
lim 5 Í | dF(y + н) —=0 (z > 0), (5.5) 
+0 k |x 
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1 (5.2) 等 价 于 (5.4) 和 (5.5)， 必 要 性 得 证 。 
充分 柱 。 设 (52) 和 (5.3) 成 立 。 用 引 理 5.1 可 推 得 (D'， 
пу, GHD 成立 且 {б} 是 u.a.c ЖЖ, К 


lim eist П F (O = 1. 
п-к Ë 


定理 57 limet TI h (6) =1 (в. > 0) 的 充 要 条 
"+2 k=i т 
件 是 


im TE Сан) -~ 
mE 0， (5.62 


ано ed) =° 


(т > 0), (5.7) 
其 中 AG), Fels рь 分 别 为 В.У. X, 的 с. f. ЯП а. Ғ. 和 中 位 


. 1 < 
lim |- а > m + 


t 
Ë, 


定理 58 lim e (/(2-)) = 1 (8。> о) MBERE 


证 EL =s (=Í 小 由 定理 5.6 立即 得 定理 5.7， 


是 
Hm n Еу) = 0, (5.8) 
ка [ я, (нж |, уау t+) =o 


{т > 0), I (5.9) 
其 中 0), Р), aD R V.X Вс. Ё. 和 d 和 中 位 数 ， 
证 定理 5.8 是 定理 5.7 的 特 款 . 
定理 5.9 设 f(x) 是 非 退 化 的 特征 函数 ，B。 > 0 Н 
了 六 
则 lim (9/81) = 0. 
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证 Ci) ЖЕ lm B, == co, шт, 则 有 B,, < B 
(k = 1, 2,-- "3, B 是 有 限 数 . 而 由 定理 5.8 有 


3 
Em йу | Сев) орау ~ 0, 
kas С Je Ba + (x п) 


由 B,, =< B, 更 有 


: (z — aF _ 
кез" |, "Ск: СЙ dF) = 0, (5.10) 
因为 对 任何 正 数 4 有 
s 人， (x 一 pyYdF Ce) 
= "+ (а |... B: + (х __ нў {РС )), 


所 以 , 在 上 式 中 令 k— оо, H (5.10) 得 
У (z 一 u2)2F (z) =0 【对 任何 A> 0), 


此 即 P(X = =) = 1, BEIO 是 退化 的 ,与 定理 假设 矛盾 . 
Gi) ЖЕ lm (9085) 一 0， 如 果 不 然 , 则 
imi 一 a > 0 (a 为 有 限 数 或 无 穷 大 ). 

但 是 ,由 定理 5.8 知 

， (х — н)! = 

lim n |. urap 69) 0, 
所 以 ， + А & > 0, 存在 №е}, 为 п > N(ë) H WEHEN 
AA 

Goey 

” |... B: + (x — в) dF) < e, 

更 有 


в: + A 1 
H Bs 一 00 可 取 MCA), 4 n > M(A) 时 有 B> 4. 所 以 
п 2: max {N(E), M(A4)} 时 有 


(х — и)4Е(ж) < e, 
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Ре 
Б + В аа | | 
PERH 2 一 оо 取 上 极限 并 注意 a > 0 E s> 0 ярж JS 


|... G РО) 一 0 (对 任何 正 数 4). 
所 以 P(X = z) 一 1 Ух НЕЕ. EER. 


定理 5$.10 Ж Im — ~ 0 (B, > 0), F) Æ c Е, JM 
i Tidy? £ " = 
lim е^ (=) l 
的 充 要 条 件 是 


А | 
. x= 
lima j. pyr fO = 0, (5.11) 


(x — FG) < є, 


lim (— 4, += |... xiF(D] 一 0。 (512) 


证 为 证 定理 5,10, 用 定理 5.8, 只 需 证 明 在 条 件 


Т, (5.8), (5.9) 与 (5.11), (5.12) 等 价 . 先 证 


lim = = 0 = “(5.8) > (511), 


H- 2 


事实 上 ,由 于 


х? | = + (x — 2u 3: 
n| ав (к) < f Ee 
|. В, + x° юл к Bš + х + (х —– 2а)? dF (e) 
— 2 z ` : 

=a] 200—6 t 2 OIR) 


z' В? + 2(x — pY + 2н 


=< 2n í, ETOR P dF (z) + zne j. аЕ(х), (5.13) 


Ри, lim = 0 `F, (5.8) (5.11), 


区 因为 
(= — в)? Í 20° + 2ш 
P 一 -一 ВА ¿F = — 5A TAE __ 
|. В ау OS "Je B+ 2 + 2ш FG) 
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2 2 
2 一 -二 _ 226 
< 20 j. БЕ +0 dF (xz) + В? j, dF (z), 


所 以 ,由 Im — = 0 2 (5.11) 9185 (5.8). 
下 面 证 明 (35.9) «> (5.12)、 这 时 可 用 (5.8》 和 (5.11) E 


Em Bz 
5 
J? = Z fa] (z — и)2Е (ж) -f хаР бе) l 
B, leen R т # Вт n 
т 
Т в, | aaa А T ЈЕР (а) 一 ИКЕ — в)аЕ (к) 
+ Í каЕ(х)} - 
ІВ т 
_ ” 
B, I еви G = AP) = he вт G edF а) 
+ “| dF (Ce) 
[a 
ДЇ 
in) 
| =< sr ho. ат + lel) J). a dF (z) 
+ а | dF (х) 
B, Јава 
үа; + 1) 十 Pm, 
ПП 
(m) 1 + т? х? 
|| =< x= О „ир dF (z) 


I+ Е 
=" |. арау FG, 


Е (5.11) 得 Hm T? = 0, 


(z—=z lte 
st + |н: ) y = ЕС х) 
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<1+ т Bsr |ы] | (z — н) AF) 


т? B, кв Ba + (z — а) 
ЕН (5.8) 得 


ит М = о, 
因为 n/B — 0, WAH Шъ ДУ = 0 1 
im 1P =o. 
总 之 ,有 
lim о == 0, 
JERN (5.9) 与 (5.12) ЖИ. EREE. 
定理 511 Em Qe (2) —1 (> Тутта 


Ы 
lim z4 j | dF (ку = 0, (5.14) 
m= Xs 
lim [= Aa + з" | | r F ©] = 0. (5.15) 
总 -十 四 sjans” 


Ж BEA 5.104] 
ECO 


的 充 要 条 件 是 


lim n l. —— 4F(z) = 0, (5.16) 

m (- Ata S xaF (х)) 一 0。 (517) 

所 以 为 证 定理 ,只 需 证 明 (5.16) ө (5.14), XAH (516) S y F 
lim # j|... dF(x) = 0, (5.182 

lim т |... rdF (x) = 0, (5.19) 


所 以 下 面具 证 《5.14) ө (5.18) Ж (5.19), 
设 (5.14) АЗЛ, 令 
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"Габ ` 


GO) = |... ФЕ) = 1 — FO) + F(— з + 0), 


则 | 
-5r = a PIG) = = | a Pae) 
- --== G) + аг 二 2 хС(к)ах, 
而 


lm z1G(z)> = 0, 


所 以 ,性 给 8 之 0, FE A > 0, {Н л> А 了 时 有 С (и) < 6, ik 


п”! | aF (к) < вї) xG(x)dx 
=< 2 Ë zG(x)á<x + - М Er! Е 
я 0,4) dn”) 
-1 
<- "ле Zrt- а), 
aTi Јо, ИЕП 


因此 ,由 a>- 得 


nm [ia 
mE (5.14) 中 取 s= s=, (5.14) RÆ% (5.18), 
再 设 (5.18), (5.19) 成 立 , 往 证 《5.14) 成 立 ， 事 实 上 ， 


| 480) < (dèl + DÍ 1 dF(2), 
(155 1x lt[z a]; 


sd F (z) = 0, 


其 中 [z] ARRAT z 的 最 大 整数 。 所 以 ， 由 (5.18) 立即 得 
(5.14), Ж ЛИЙШЕ. 


= 145. 


第 五 章 L ж 


Si назі 


在 第 四 章 中 ,我 们 讨论 了 一 般 的 0. а. п. 体系 得 出 了 两 个 主 
要 的 结论 ， 其 中 之 一 是 第 四 章 定 理 3.3 所 给 里 的 ， 它 说 明 全 部 u. 
a. п. 体系 的 被 限 特征 函数 族 就 是 无 穷 可 分 特征 一 数 几 ， 其 范式 为 

iere | ‚ @"*-- iz Сү єлї аро 
{а, 而 (me "R оок > 

Жа жэн, “(жу = PFa), ç с> а? рь 0, Fe 是 分 布 
静 数 ， 其 中 之 二 是 第 四 章 定理 4.3， 它 给 出 了 一 个 特定 的 u. а. п. 
体系 ms 以 基 一 个 特定 的 fo FOO) 为 极限 特征 函数 的 充 要 条 
#. 

EAEE, REA КАЈ u. a. п. 体系 , 它 是 由 一 
个 随机 变 重 序列 派生 的 , 即 考 虑 下 述 一 类 特殊 的 man， 体系 

设 Xo Xpt 基 一 串 胡 互 独立 的 随机 变量 ， 作 

Хд = Х.В, LSSR 

适当 取 Bo E {Х„„} RR-— ч. п. ЖЖ. ШЖ ЛЕКЛЕ 
ARA Е-Е АО), С). Е 


Ре) =} (二) 1 K = n, 
ESR Buo 使 (jar RA ua. п. 体系 ， 如 果 令 
Сг) 是 c.f.， 生存 在 一 个 u a, n, ЖЖ 
С, =-= К) = _ = i ы t z 
| Pa fi ( =) 使 Ko lim Дк СӘ. 
和 第 四 章 一 样 ,我 们 提出 类 似 的 两 个 问题 


(A) С. ЖТА? 
(в) Wg {a( E) ж wan 体系, KOE Ca B. 


„ 14б» 


im А (L) КӘ 


H-ra 


的 充 要 条 件 是 什么 ? 

显然 ,Cs 是 无 穷 可 分 特征 函数 族 多 的 一 个 子 族 : 而 无 穷 可 分 
特征 函数 族 的 范式 为 (а, ФС), а 03:90, Te) F (z), 
со > а = 0, Р(х) Ж а. i. 问题 (A) 实际 上 就 是 问 : 作为 多 
的 子 族 C, 的 范式 la, Ф (к) 有 何 特征 ? 也 就 是 F(x) 有 何 特 
征 ? 这 基本 章 所 要 解决 的 中 心 问题 之 一 。 而 问题 (B) 则 是 第 四 章 
对 应 的 问题 (CB》 的 特殊 化 。 不 过 在 这 一 章 中 还 有 第 四 章 所 不 能 产 
AAN RRE: MEEN- PRERA. WEER 


串 正 实数 和 8。} 来 说 ,我 们 还 要 问 {һ (-—)} E62—4 ua n 
体系 。 所 以 我 们 把 问题 (B) 改 为 | 


(B)* tm ПА (т)-— ко, {А G) 为 u a.n, 体系 


的 充 野 条 件 是 什么 ? 
为 了 今后 的 需要 ,我们 先 证 明 几 个 引 理 ， 
5111 设 183。} 为 正 实数 序列 , 则 下 列 陈述 等 价 ， 
(1°) (а) B,— B, 0 < B< осо, Ж 
(b) FE Bp È B.l co, B./B,—1. 
(2°) 对 任何 两 个 自然 数 的 于 列 Y {э}, 只 要 т, S п 
СА ча 1,2,:--), 则 


证 (1°)=(2°). 
Ж (sa) 成立; 则 (2°) 显然 也 成 立 。 若 СЬ) RE, 则 


站 
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(2°)== (1°). ## (2°) 成立, W im B,— В, 0<B=<ço, 
《反之 , 定 有 BA 一 1 Bacs sl, 则 (22) 不 可 能 成 立 ,) 而 
B A ВЕ 20 0 (反之 , 定 有 Вә 使 lim В.В, = со). 


#оо<В< оо, MJ С1°) (а) 成立。 
Ж B = co, WME {m} 如 下 : 
m = L, mí = inf {H B, В) k D> 2, 
再 定义 B.= B, CH m S s< ma, BF), k= 1.2, W 
B, co, MEH т = n << ть, 时 有 
| В Bm 


1 =< B, m "ч =< 《其 中 В, = піп 8;), 
В, B, ад тара ji: 


所 以 


а 
t 
L 
k 
а 
2 
8 
= 
> 
+ 
8 
с 


此 即 В„/В„—>1. С (1°) (b) 成 立 。 引 理 证 毕 ， 
513812 设 АС, he) "为 一 申 特征 汕 数 ，{4。} 为 实 
数列 , В, SERI. Ж 


im "e TI £ (2-) = to, 


其 中 30) 为 非 吉 化 特征 函数 , 则 
Нш B, = В 


存在 ， mE. 0 < B < co, 如 果 В == оо, Ш ЖЕЛЕ Bto, {Н 
B./ B, 1. 

证 ”如果 不 然 ， 则 由 引 悍 1.1 可 知 : 存在 突然 数 的 两 个 子 序 
FU lp) E lal WE p< а (&= 1.2,.-.-.), Em B, J Ba > 1. 
AH Bo Ba) 有 一 于 序列 ,其 极限 大 于 1。 为 书写 简便 计 , 不 
Юю + 
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Bm (B,,/ Ва) > 1. 


< 
fk z 9% t 1 
一 ile |» $ (у= В JE 
еб = ТЇ! (去 ) o= T (去 
则 
tim Тее" = ОО» сал) 
lm \фьбсм || фСг)|? 
ШОСЕ гүр ñ 
= ta Цна) = er, са) 


其 中 c, = Borl Вад. 
(А) Ж сс, 1 << < co, 
则 由 1.1) 得 
. Em фа Сс) | К) |, (1.3) 
H (1.2) 6 (1.3) 得 
eD > Hol. 
优 此 ,继续 作 下 去 得 


т> | (2) e>. 


令 n— oo, FEE  є> 1 则 得 
СЮ! 2 1001 = 1, 
HER KD 是 退化 特征 通 数 , SERTA. 
| (в) 车 є, > 00, 作 随 机 变量 Z, Ags Yas 其 特征 函数 分 别 
ж КО, (фас) Vlo,G212 H. X, 与 Y, 相互 独立 ， 则 由 
(1.1) 及 (1.2) 得 
Ëm P(121 >r)= P(|Z | > х), (1.4) 
Ет РОУ, + «Ха > х) = PZ] > ғ), (1.5) 
其 中 z> 0, жає с(6/7(7)). 但 是 
PCY, + e,X, > z) 22 P(c,X, > z, Y, 2> 02 
= Р(с,Ху > х)РСҮ, 22 0), 
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及 因为 Y, ËJ c. f. Фа)" 是 实 值 的 ;所 以 Y, 服从 对 称 分 布 ， 因 
此 P(Y, 2 0) > >° 从 而 
Р(У, + «Хь > z) > = Р(Х > х). 


信之 可 汪 
P(Y, + cX, < х) > J PXA < — z), 


综合 上 二 式 得 | 
P(IY, + Х| > х) > +P (lx > 2), (1.6) 
但 是 ci 一 оо, ВДЕ] s> 0, y> 0, ЧА УХААНТ 
РСТу + сха > z) > Р(Х] > у). (1.7) 
由 (1.4), (1.5), (12) 得 


Р( |2] > z) >> P(]Z] > у) 


(х, y> 0, Er, +y € e( #(X52). (1.8) 
ТЕ (1.82 He z#— ОО, у> 0, +x, +y € el 2)), 得 


o> ZPIZ! > 0), 


ЖЕТ PCZ = 0) = 1, $Z c.f. | 其 区 本 1， 这 与 G) 的 非 
退化 性 假设 矛盾 。 引 更 证 毕 ， 

引 理 13 设 А220 (el, "n, n=1,2,-), 而 
且 对 每 一 个 固定 的 各 和 оо 时 л 00, X. lm д, 一 0， 则 


lm шах, А. == 0. 
owe LAK 


证 EA 6 六 0， 由 于 Бш Lon = 0, HEE М(в), 使 п 22 


调 F 降 ,所 以 


= ISO* 


Sina Slag е (r> k 22 N(e)), (1.9) 
取 定 WwWf(s)， 轩 于 对 每 个 不 来 说 , 总 有 lim ia = 0, 所 以 存在 一 
个 NC), 使 
oO <s sP>N(e) &—1,2,---,М(в), (1410) 
由 (1.9), (1.10) 得 
0 = max А Е S лр max (N Ce), М№Св) Н. 
ЖЕП 


Em max 4,, = 0, 
>o | akan 


引 理 14 Hig 
(1) B, > 0, lim B, = СО: 
(2) (F) Ж æ 上 一 串 有 限 测度 ,县 Р, =< F... 
(3) GG) 是 定义 在 (0, оо) 上 的 单调 下 降 的 实 值 函数 ， 且 
С(оо) = 0, Сх) FEX 0, 
lim [ x dF, (x) = GG) т € ‘(6), 
则 存在 单调 上 天 实数 列 {В„|, 使 
. В, 
lim 
证 为 证 引 理 1.4, RÆ {5,} 满足 引 理 1.1 中 的 条 件 
(2°). FEE ОО ) 不 成 立 , 则 存在 自然 数 的 二 个 子 序列 mh 
{94}, E m пр (K = 1,22, Н. 


= |. 


. Baz Bmg 
如 一 > (жк к, tt э >>! G> к), 
因此 ,由 本 引 理 的 条 件 (2) 得 
=< = 
28 ы Еа |= F Ck > K). 


取 z, ez € (G), х2 9， 在 上 式 中 令 k— ©, Ж (3) 8 ， 
С(х) < G(ez) (x, cz € c(G), x > 0), 
令 
D = R! — ce(G), 
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D, = {y| 存在 非 负 整数 a, {Н ey єр}, 
Д] DZD D5 D, тх. МЫЯ хер, х > 0 有 

G) < Gler) G(r) 
而 

lim С(с"х) = С(00) = 0 (x > 0, z€ D,), 
所 以 G(<) = 0 (х => 0, :ЄР,). ED, 的 可 数 性 及 G(r) 的 单 
调 下 降 性 得 Gtx) = 0, 这 与 (3) 7E., SARE. . 
引 理 15 (4,301, А | а 
lim ed 一 (0 <¿ < 5) 


FE, Д] 


lim A, =d, — ос =< 4 =< со, 


nan F 


ш G) {14。} 必 为 有 界 序列 ， ШАЛ, 则 存在 子 序列 
{4}, BË 4,0, B 
lim dag 00 《或 — оо), 


ШЕНЕП g z K PE illik ak ПЕШ ИЗ. 


š : 
Í g(a)da = lim j eta "du 
9 k>a J0 


г 


. idy t . - 
= im 76—50 (0 << 0), 
T — Н п} 


所 以 
gf 一 0， [a.e] (在 (0, 2) 内 )。 


这 与 18001 = 1 G << 5) FA, 
Gi) 44s} KB IRS Э], E E Pk, 则 有 
Hm 4, 4 A, lim Amg 一 B, A= B, 


ME ze (0; ғ) 时 有 
ee = Jm еп! = #©г) = lim ейт = e 
ж-о k>a 


此 为 不 可 能 . 
注 51415 的 条 性 可 减弱 沟 
lim et = ptt) G€ E), 
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гува БЕДЕ. 
FEE. Ф 
DCE) = {xlx = x, — z; лу, nE E), 
由 于 LCE) > ü (L(E) 洪 示 EE 的 勒 贝 格 测度 )， 故 存在 开 区 间 
(—8, 2)<р(Е) (参看 [1] p.68 定理 B), Ж 


lim eftri, lim e “ata 


EIE CHEIR SJ ВВ Эр 0), M 
Em eidsh-t) = fim efie 
тў су L; PESTS) 


也 存在 ， 这 就 说 明 
lm elta ЖЕТЕ (z € E> = lm е {ЕЛЕ (r € D( FE), 
8.16 设 AO) EREA, JG), кт) ЧЕНЕ 
ERR, {2 是 实数 询 ,， {48,1 是 正 数列 , 若 


Jim аа, (Z) = (г), 


lim һе) = Кр), 
BHJ lim 4, = As lim Б, = B (0 < В < оо, — оо =< 4 =< оо) 
证 (1) {8,} 中 不 合议 0 ARRATI. ЖИН 
lim В, == 0, 
则 由 假设 得 
lim |f,,G212 — lim 7 (в —)| = Jeo)? = 1 
kea "k кюз | "k ы: Ba 3 
lm |0001? = HED 
所 以 OTP = 1, R5 FG) EBET N. 
(2) { 中 不 含 以 扣 为 极限 的 子 列 。 BRA 
lim B,, = °°, 
kr 
则 | 
l \ — Í = 3 
lm: al 22) FAE) 5 


k>s 
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ве (а) = ey =a, 


FR. OP = 1， 这 与 zG) 的 非 退 化 性 矛盾 ， 
G) { 3。} ФАН], BHA 
lim Bn = B > 0, lm Ba = B' > В, 


Em а) G 


он 


则 


故 100 = A. 仿 之 可 证 o= (Z). mu, 
нор ра В) 
而 0 < < 1， 所 以 
OF = sim (BY) кора, 
这 与 KK 的 非 退 化 性 矛盾 . 
综合 上 三 步 得 lim B, = B (0 < B < оо), 
(4) lim A, = A. 
由 于 im B,= В, 0 Воо, 所 以 lim 6) = (2). 
BERS, 使 || < me (2) >o 由 


z 
lim е4] (Z) = го) 
>a f B, š 


lim ee = 《< 人 
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1а. 


所 以 由 引 理 1.5 得 知 
Em de= А (o 4 < co). 


Ж1 ALO 为 特征 函数 烈 ，ftz) 为 非 退 化 特征 函数 ， 
{А„} 为 实数 列 ，{B,》 АЛЕ» 


Em J.G) = lim ен), | СЄ = Ko, 
fær EE] B, 
Aj mA, = 0, Ба B, = 1, 


R2 设 {hO JEER, G) K 200) 为 非 退 化 特征 
РЕЖ, [Aat {2, } 为 实数 列 ， {8,7 {8„} 为 正 数 列 ， 若 


п (E) =O Nace, (E) = GO, 
ME REAREN p të 


Hm Ba = B> 0, lim (4. — sm.) = 4, 
яа B, B, 


特别 地， н fC) ma gÇ) 时 ,有 
ит В, = іт — баса \ 一 
lm Ë, 1, lm (4. В, ) о. 
SIE ІТ 设 17.) 为 特征 函数 列 ，{d 为 实数 列 ，{ B,} 
为 正 数 列 。 如 果 


lim ee 7 -上 1 一 Сг), 
za Д h (5) кә 
IO IRBE ERR, MW 


2 
G) iaee inla (g) 


Cii) 1 (5): k= 1...3 n} М ца. п. ЖА 


А А t 
<> lim В, = co, lim ў, (= )= l; 


РЕЈ 


(ш) fr (2) k=l, oan} 为 uac 体系 


+ 155 


' Р 1 
< lim В, = со, m |}„| -\| = 1 Е 一 > 1). 
з -ыю поко | ` Ü, / В, 


特别 地 , ЖЯ: As = 0, Д] 


арии 
证 (1) Ф Ес 


0 = Ц. (|> 
ИЕ ӘЖЕ ЖП 
lim g) = FOP, 


而 
at) = s y у) әр, аш; 
若 . 
к f ч) 一 
则 由 (111) 有 


Ва g, (Ë= = ON, 


因此 图 系 2 得 B,/ Br 一 1 
设 5。 By >l. M 


En (2) = Сор, (1.12) 


(H) i [r (=): k=l, °", n} 是 uan ЖД, 


ЧО-1-+ 


Ез (1.112, (1.125 得 
ИА I. 


lm max 
fi> l< л 


更 有 


+ 15б» 


lim h (Z) =1 (k¿=1,2,: n), а f (Z) = 1. 
FHE 8, 一 co， 如 有 果 不 然 ,由 引 理 1.2 得 | 


Іо B, = В, QZ В < co, 


所 以 
к) ва) 
因此 由 引 理 假设 有 | 
МӘР | (Z) = = lim iel =a, 


这 与 Кю 的 非 退 化 性 矛 后 ,所 以 B。-> оо, 
в, оо, hZ), 则 由 引 理 1.2 得 知 看 在 {Б}. 
В} eo, B,/B,—> 1, БИЙ, 


天 此, 若 令 Р„(х) 为 Р.С) BJ d. Е, 则 对 任何 e > 90， 由 第 二 章 
定理 33 有 
lim |. ьн, аР.) = 0. 


令 
ы-ы, anto, 

M] {2} 满足 引 理 13 的 条 件 ， Br, 
sm mes | 


пош ЖАН 


因此 ， 


PEA dFlæ) = ‚Баз дах, А» =e ü, 


dF) = 0, 


lim max [ 
n>m kan 1 BaE 


} kmh н 是 шалп. KR 


кт hal 


Gu 因为 А (ч), k=l, өл 为 ua.e, 体系 的 充 


ка {| (Z) 
得 (ш). 


°, k=], зәл} Жр а.а. п. 体系 , 政 由 (ii) 


&2 L 1& 
定理 2.1 设 {ALO ERRERA o aF B FEF ШЕР 
Ж. U8,1 是 正 数列 , Ж 


i Ш) o 


则 下 列 三 命题 等 价 ， 
(i) l б) 1,2,0) 是 шалп. 体系 ; 


.. 。 __ : _ tf Y 

Gi) Em Bu 一 oo， im fa (2) i; 

GD fim B. — 90, lim Bn! B, = 1, 

证 ”由 引 理 1.7 BHS. f 

AMP (1) (或 考 GD, йй GO) 及 Т] (2) AFE 
授 化 特征 函数 (0 的 这 要 条 件 是 什么 ? 

定理 22 设 { 记 (9} 是 一 串 特征 函数 , Ко 是 非 退 此 特征 函 
数 ，{ 4。 是 实数 列 ，{ 3B。} 是 正 数 列 , 若 


mm ее ДА (s) o, 
出 下 列 陈述 等 价 
(i) pE k=l, 23”, a} 是 usn Ж: 


(н) lim В, = оо, Н f (=) = I, 
L. n Ë 


m 
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而 且 在 G) (或 者 (iD) ЖЕТ, lim 一 1。 

证 “此 定理 仍 是 引 理 1.7 的 推论 . 

ШШ. (рой GD A ПА) 趋 于 非 退 化 
特征 函数 O 的 充 要 条 件 是 什么 ? 

定理 2.3 在 定理 2.2 的 条 件 下 ,下 述 陈述 等 价 : 

G) (6) ео n] 是 ae, 体系 


(ii) lir E, = co, lim ei Ы-—) = 1; 


— = 


(1) Lrm В, == со, lim Bats B, 一 1. 


-t 


其 中 а, 为 对 应 于 ef fG) 的 R. V. X, 的 中 位 数 。 
证 (1) =《iD。 设 67 成立; 则 由 u, а. с. 的 第 三 个 等 价 性 说 


法 知 
|.) es, a= ua, es] 
是 uan 体系 ;所 以 ,由 引 理 1.7 Gi) im B, 一 co， 而 且 
а нив (N ш 
lim ети С) 1. 
Gi) > Gü), 设 (8) 成 立 ， 由 引 理 17 О) Em B, 
B, = 1, 
Gi) = G). b5 1.7 (ш) БВ, 
问题 两 O (或 者 Gi), 或 者 GD 及 e4 П (二 -ja 
于 非 退 化 特征 函数 的 充 要 条 件 是 什么 ? 
定义 2.1 所 谓 工 族 就 是 下 而 的 特征 函数 族 : 
КӘ — lim еме TI fy (2), ко 是 非 退化 
L= efo LA.) 是 实数 列 ，, {В„} 是 正 数列 ， 
(i (Z. Å= 1,22," "5 я] Ж ч.а.с. Ж. 
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定理 24 下 列 五 族 特征 函数 重合 ; 


Кә = im ПА (5), fG) Жс. Е, UB.) 


(1) L, = үр. 是 正 数 列 ， ЦА (Z) A= 1,25," "5 


uann ЖАА, 


f(D = lim е Hí (2), ко 是 1 


š B, 
(2) L,= 4 Кг). {Ba} 是 正 数 列 ， Ча, } 是 实数 列 ， 


[al 32) k=l, 2, 5. nbi uan ER. 


F = ше" П L (Z ): К) жс... 
з к=1 

G) L,= 0/00 {Bs} 是 正 数列 , {4a} 是 实数 列 ， 

1 (6), k= l, 2, ача с. Ш, 


| г) = exp Є -4 PP + j. (e —1 
| = 0) 009 ак), 其 和 a( 一 9) 一 
0 L, = ü (соу — 0, g) Жоо, DARREN, 


在 (0， оо) 内 单调 下 降 , В |, - E 


x q(w)dx < со, а, т ERÉ. 
Ко) = c. f. 且 对 一 切 А 2> 1, 
Oo (0 HADO 都 是 c. Б. | | 
$ (1) 显然 一 团 退 化 特征 函数 e Е РСА ШЕШ 
数 , 所 以 只 对 非 吉 化 特征 函数 来 证 抽 本 定理 即 可 . 
GD L, 是 无 穷 可 分 特征 函数 族 Z 的 于 族 ， 事 实 上 ， ARN 
ET 


+ ТЕЙ + 


#бх)|х} : 
FCA) = sty (0) + |, ГЕ dr, AE ж), 


Л] f 
; i х rix x 
| хр({за,-—-1-о% + j. (е 一 1 一 Paris az) 
= íe, fr (x) 1. 

所 以 , 定理 2.4 — УША L ЖЕУ Z 的 子 族 , 5 
一 方面 也 给 出 了 上 族 的 范式 ， 

证 А, С, = L, 所 以 K EE ЕРЕ 2.4, R AiE 
L,C L, L;C L,, 

1. L.G L, 


ТЕН 了 fE 工 由 第 四 章 定理 3.3 知 T(G) = (а, Ш (к). 签证 
JE Lo RINE | 


иса) (Dx Q + | 4591 de (леи, 
| | l а 1+5 
g(x) 满足 L, 中 的 条 件 。 


+ Fale) 是 (0 的 а. Е. 
(a) 0 + < 0， 由 je L, 及 第 四 章 定理 4.3 知 


lim Ў 


пж АТТУ | с. 


_ 1+ у? а =< 0, 
dF) 1 k df OJ кєс(ш), (2.1) 


. a 1 + у? х > 0, 
I | 4Ё+„Су) == | — Zt 5 2.2 
„п > уза t у) Гхзсоу у б) х Е СЕ). ( ) 


在 2284—00, 0)《 负 半 轴 上 一 切 流 药 尔 集 ) 上 定义 测度 : 

#4) = | EË FG), 46 Cç, 0), 
则 , 

ш А) 一 |, I Z т dp), AE 2—00, 0). 
нато, за Ш (x) = {{—‹со, х)), FLES) == рСС— оо Й х)). 


由 于 fa (gh в ааа. 体系 所 以 由 定理 


* läla 


2.1 知 


Шт B, = œ, lm = l. 
= 


8 — 


Bats 
E, 
由 引水 1.2 可 以 假设 В, 1 oo。 所 以 任 给 1 > 1, ФАА, Ж 
在 在 ngo 使 fk =. H 

В, < АВ, < Boye 


所 以 
B 
< ш Эз Ве суд, 
B, B, Baga akm 
令 不 一 co 即 得 
В, 
Hm — =< А 
ken B, 
而 由 《2.12 得 


"k 
Jim Í AF = p, z< 0,z6 (9); (23) 
уз] у<еВь, ` 


й = 
k & 
回忆 | IPO) ~ bm У |ва, ФР.) 
— plir), Ах > 0, АхЄ (Ш), (2.4) 
(2.3) W& (2.2) 得 
т 


Бш 


х= вафа |<", 


ку) plo) 一 Pa (22 8600905) 
| (25) 
所 以 当 x< 0, х,Ах6б е(Ш) (ЕП х, 1z€ с(р)) Bf, р(х) 一 
Pr) 是 * 的 单调 上 升 函 数 。 而 ра) MELER Е, ТА 
pG) 一 plar) 在 《一 co 0) 内 单调 上 升 ， 令 

SC) = рО.) (— =< x < со), (2.6) 
则 对 年 何 面 定 的 常数 a > 0, 500) — S(z + a) — p(—=*) 一 
并 一 er"e*) #E(— oo, 00) АЕ ТЕЕ. 所 以 500) орар 


任何 x, х 有 (аж +) < E (SG) + SG), 从 而 SG) 
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是 绝对 连续 函数 , 其 导 函 数 SO) 几乎 处 处 存在 且 单 调 上 升 ， 亚 


然 
Em SCx) = lim рб) = 0, 
== & = — 0 


所 以 ,存在 PO, f 
500) 一 | Bly)ay, (2.7) 
БСУ) ЖЕ (—, ооу 内 单调 下 降 , Н. limp) = 0, Ц z <o 
时 , 由 (2.6), (2.7) 有 
p) = Оов 91) = | POD 


-1 BD ш, 
(—ez) —} 


令 (ж) = Оор (—)), (х < 0), M 
46— о) — р(со) =0, gle) 在 《一 上 , 0) AA Е, 


PC 一 人 20 ду, А € &'(—оо, 0), 


Í lel- 465) = 


(=н) 1 + х? J y 
= g((—ceo , 0)) < оо, 


|, eL gdr = FCA), А 2290—00, 0). 


- dp (x) 


(b) 考虑 <> 4。 仿 (a), 存 在 定义 在 (0,; оо) 上 的 单调 下 降 
ШК 4х), 4690) 一 0， 且 


fem 1 EF i 
| 21 а(х = (4), Ає BO, oo), 
综合 (a), (b) 两 步 有 
оса) = POHO) + | 
L,C L, 得 证 . 


6 q(<)dz=, A ° Z, 
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2. L,C Ls 
任 取 JG) е La BH 


а(х) WE L HRR o, а 是 实数 。 任 取 ¿> 1. % 
Hi, z) = (г 一 工 一 ты x) {iE Р, х 天 0), 


1 + = |z) 
部 
Ке. = eí: аА - 一 17 一 > Frl — 1): 
+ |, (нба, х) — HG, аа). 
但 是 


op (| (НО, x) — HG, х))х) 


i LEF ppa |=] 

REA qC) ЖЕ (ос, 0) 内 单调 上 升 ， 在 (0， оо) 内 单调 下 降 ， 
4 > 1, 所 以 zT) 一 9( 在 (一 co， со) 内 非 久 ,因此 ,着 取 
бу) - ue )-<G9] а. -dre (ук), 

则 由 g(x) 满足 L, НА 
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ор ета) E a) 


1 + x° |z] 


-人 


ta x 
= {0, (к) } 
是 i. а. с. Ё. FH 
j 10:20) dy < 90 
R 1+ у 
x 
| (5) (- - itx ба ік = tat, 
R |æ] 1 + = 1 十 x 
д 
所 以 
cp 人 (| (нба, 1) — HG, 0а) 
u = гең, “(хур = 4а, v(x)} 
J c.f., 而 
i 
exp( ie (a — 1) — z тгл — D) 
. I 
也 是 c.f. 所 以 | 
(Az) = fi y- 04242-1) . 
rh 1 fa, Ф (х) } 
是 с. Ё... LEL; 得 证 。 
3. Lz L. 


ER JEDE Ls 不妨 设 Ja) 是 非 退 化 特征 函数 。 ш Км) 
KO Ж c.f. 《对 一 切 ¿> 1), ER 


| К) {Кату 是 cf. (Q > a > 0). 
АІ, В. > 0, B, loo, Bani B, —1, PB, > 1, 令 


ко =» hO- LE (б>?) ' 
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BJ AG Жс HB 
K= ПА (Z) (s= 1)» 


更 有 
. + г 
К = En ТЇ 1 (2): 
由 于 o 是 非 退 化 转 征 落 数 ，fitz) 是 特征 函数 ,所 以 由 定理 2.1 
知 ft (=) k = 1, 2," "*, a} 是 u. a, n. ЖЖ. # fey є L 
定理 2.4 证 毕 ， 
定 独 25 问题 利己 ,` 丙 的 极限 特征 图 数 族 都 是 工 。 | 


证 ”由 定理 2.4 见得 ， 
定义 2.2 Ü {f(D 是 特征 函数 列 。 我 们 称 问题 乙 ( 或 者 问 


题 丙 ) 有 解 , 意 部 存在 实数 列 { 441 RERA 18.) 使 у, (2), 


《一 1 Ж ш.а п. 《或 者 u. a. 6.) ЖЖ, А 


е ра) 
KO BEBLER. ЭКН. {4,}, LB.) НА. 
我 们 称 问题 甲 有 解 。 意 即 存在 正 数列 1B。} 使 AE ). 


k=l, 2 А ш.а. n. ЖА, E 


lim Д h (Z) = К), 
A 为 韭 退 化 特征 函 数 。 这 时 , 称 {B,} ЖБИ. 
定理 2.6 RRF, L AH 1В»1 EA MIERA] {8,} 
为 其 解 的 充 要 条 件 为 


Hm Ba ~ g, 0 <a < оо, 
Bš 


Hen 
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证 ”由 定理 所 设 可 知 
lim [I |А б)! == [AF (2.8) 


"з kal 


PO ЧР ЕГЕ. 
(1) RERI {B} 为 其 解 。 则 I (2 \. k=, лс, nl 


为 us nm ( и. а.с.) 体系 , 且 有 非 退 化 特征 函数 ,使 
. + #\|? 
im J] |, (6) (кор. (2.9) 


ж жа 


AASE 1.6 # 2 (Е C2.S),(2.9))48 


Ba wg (Ü< < со), 


эе Б 


(2) RERA {В„} WE 


lim Ër =a (0 < z< со), 


w B 


ТЕШЕ {8,1} 是 解 ， 事 实 上 ,由 (2.8) 有 
: 一 ч — 
lim e H (5) 


= lim ei TT p (2 (Вау 
lim П (2 )) (E) 

ЯБЛОК, 故 {В„} 是 解 . 

定理 2.7 {ACO ERRAI {r 是 其 对 应 的 分 
TAR. MESJ {8,} 是 问题 甲 的 解 的 充 训 条 件 是 ; 

В, со, В,.1 В„-—> 1, H 
CI) lim > Fit Bax) = 6168) (<0), 
m° xai 


lim > 《1 一 Е(В,х)) = G) (x > 0), 
=t 
Ат GX) = lim Gr) = 0; 
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2 
2 —- 
0 не 5: Е dF) (| з. re Fty)) ) 


Lx : 
lim Em LY) (人 УЧЕ, бу) 


2 
р еа Bs k=1 


(1,9290) 


=a (а 8151080); 
(тп) lim = У |. А дЕ, Су) = Gx) 
(对 一 切 >z > 0 或 一 个 <> 0), f 

其 中 5 С.С), Gl) 不 同时 为 D. 

证 ,必要 性 。 由 第 四 章 定 理 4.4 及 本 章 定 理 2.1, 并 注意 工 族 
Шр ТЕРА } = (a, Са) р HAS С) 在 (一 00 0), (0, со) 
内 连续 即 可 得 必要 性 ， f 

充分 性 若 能 证 在 上 述 诸 条 件 下 ,可 推出 和 (2). е, 


2... n] 是 上 sn 体系 ,出 由 第 四 章 定理 44， 可 推出 充分 
в, | 

事实 上 ,由 (1) 得 知 存在 单调 函数 G(x), i С(о) ~ 0 B 

lim > |a. 


又 因为 Baril B, > 1, Ж 


ак, Су) = С(х} (у= 0, r€ (G)>5). (2.10) 


Lm 


B } dF O) = G) (xz 0, z€ e¿(G)). ` 
mem үгү ly 1528р | 
因此 


um | dFAy) = 0 (х2 0, z€ e(G)) 
sea yf Bex 
由 于 上 式 左 端的 积分 是 * 的 单调 函数 ， Н ce(G) ЖЕ (0, оо) 内 处 
ЖЫЛА BT A | 
mÍ — 4Рк)—0 G> 0). (2.11) 


ma „|у|>Биах 
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(a) 若 С(х) =e 0, M| G(x) 满足 引 理 1.4 的 金 部 条 件 ( 那 
ЛА F, 相当 于 此 处 的 Fit Е + + F,), ВЕ H S| EE LA 
得 知 : 存在 Bato, В,/В, +1, 4 

Aa 一 [>z 4F,G2 (а > 0), 
网 由 (2.11) 及 B,/B,— 1 得 
(i) 固定 2.40 Cat оо), 
Cii) А,„ 0. 
所 以 , 由 引 理 1.3 得 


lm max Аз = 0, 
tm LARKA 


ЕҤ B./B,—1 得 
Jim max Í ағ,(у) = 0, 
1 Вах 


so ls kan 


此 即 [a (Z) k= 1.2... | Euan ЖЖ. 


(b) 2 G(x) = 0。 则 由 алоца (Z. -)， &—1,2, 
л} 是 wan ЖА. 


定理 28 {AO} 是 一 串 特 征 函 数 ， {Fi(x)} 为 其 对 应 的 
分 布 函 数 , 则 正 数 询 {38,} 是 问题 乙 的 解 的 充 要 条 件 是 


fra (Z) k=l, 2n} 是 nan 体系 且 


Ф„(ху-—> ФО), Ф(«) = 0, 


4Е(у + aÜ) (2.12) 


| “бю | 
上 述 诸 条 件 适合 后 ,就 取 


poe Be 40). 


1 >; а УФЕ, (у) + const + об1) (и —> so), 


An == 
В, 4= 1 . 
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证 т = PH ЕЕН 4.2 的 特 款 ， 
注 Peo 反映 了 极限 特征 函数 是 非 授 化 的 . 
定理 2.9 设 {f(D} E EREA, (FO) 是 其 对 应 的 
分 布 函数 , 则 正 数列 I B.Y 是 问题 丙 的 解 的 充 要 条 件 是 : 
В,» co, В, В, >l, RH. 


(1) Im > РВ, + a) = G.G) (x < 0), 
е kel 
lm 2) (Q — FEB + д,)) = Gr) (+> 0), 
T>S k= 
lm б,(х) = lm Gx} = 0; 


(п) lim Ea LY {| 


者 小 十 п Bł к=1 lyi< Byr 


Е (fs, УФЕ (у + m) )} 
мад 0 


я-а та Ві к=1 1у1<Вдх 
7 (Lao, уФЁ,Су + “并 
= x, aa 是 实数 ， 
GCs), Gl), o RANA 0. 《这 反映 了 极限 特征 函数 非 退 化 . ) 
ЖЖ АА, 取 4。 如 下 


4-2 la +Í 


k= lr lB 


ydPaty + ш) 


yAaFity + ра) 


ydF,(y + “| + const + of1) 
(n — so), 
其 中 a, 为 P+ Ga) 的 中 位 数 ， 


ПЕВТ EE 2.7, 只 不 过 在 应 用 第 四 章 定理 4.4 之 处 政 为 应 用 
第 四 章 定理 4.4, 


第 六 章 稳 ж Ж 


51 问题 的 提 法 
在 第 五 章 中 ,我 们 讨论 了 相互 独立 的 随机 变量 序列 ,, Xa 
的 规范 和 a Ух, 一 4。 的 极限 分 布 
lm 57 ( 1 
E 


Ух, а) 
"+= ` к=1 


的 问题 ,其 中 {8。} 是 正 数列 ， {А„} 是 实数 列 . 
如 困 用 特征 函数 的 诸 言 说 PAARS REAREA e 
e Aa! t ñ A (Z 


第 五 章 讨论 了 
-) 
的 极限 问题 ， 具 体 地 说 ,讨论 了 : 
1. 如 果 I (= е2, жаап ЖЖ. В 


> 一 co PF, e TT (1) 和 趋 于 非 过 化 特征 函数 FO 《由 第 
四 章 定理 4.1 知 (D BA L d.c. f. le, TO ЮКО 属于 Z 
中 那 一 个 子 族 。 该 子 族 朋 何 特点 ? 回答 是 KO 属于 工 族 ,其 范式 
如 第 五 章 定理 2.4 所 示 、 

2. 由 于 AO) 是 事先 给 定 的 , 而 {8,} Са, 是 事后 适当 
选取 的 ,因而 就 产生 了 如 何 取 L8,) E lh 使 (А (3): k= ` 


Ly 2 对 成 ua a. 体系 ,并 使 cr 55 (утра 


化 特征 函数 С) 的 问题 。 第 五 章 也 研究 了 馈 {В„} 和 {4.} W 
足 上 述 要 求 , 其 充 要 条 件 是 什么 ? 应 答 如 第 开 章 定理 2.6 一 2.9. 
在 这 一 章 中 ， 我 们 将 要 把 问题 更 加 特殊 化 . 假定 给 定 了 一 
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串 相 互 独立 相同 分 布 的 随机 变量 X, Xo -讨论 其 规范 和 
十 Уух. 4, 的 极限 分 布 | 

. і < 

im вё (E D x, 4.) 


т 


的 间 题 ,其 中 18。} 为 正 数列 ，!{ 4 ЮЗ. 
如 果 用 特征 下 数 的 术语 说 , 即 给 定 了 一 个 特征 函数 Се), 讨论 


е0) 
的 极限 问题 . 具体 说 ,我 们 将 要 装 论 
1. 如 果 ЖО, (=) &= 1,2,» n} Euan. {Ж 


Z, B а-о В, C] 趋 于 非 退 化 特征 函数 g0) (由 
第 五 章 定理 2.4 (о RAF LK), F ge) 属于 上 中 那 一 于 
о 该 子 族 有 何 特点 ? | 

2. Яж Го, = f (5). k= 1,2,:-:-, a} 是 uan. {Ж 


Ж, а # — бо Шш}, Е 
要 条 件 是 什么 ? 


y 趋 于 某 一 特征 函数 g0) 的 充 


+2 稳定 Ж 

定义 21 称 特 征 函数 G) 是 稳定 的 ;如果 对 任何 常数 0220, 
¿> 0, HA c > Ead, {E 

E аруы) = Keneit, 
全 部 稳定 特征 函数 构成 的 函数 族 用 SAR. ШЕШЕНЕ ИЩ 
` TS. 
定理 2.1 ТЕНИНЕ 

JG) = = “Ң 

(1) 8, = К) [2 (2) =(< £ 


是 uac 体系 ， 


TE 


y (>> 1) TE TAN 


‚ k= 1. 2- n} ; 


61725 


і 
r) 


Ы k— 1, 2an} 


Fa) ен), G S D, Р.Е, 


D s= КӘ 0 (5 


Tuan. 体系 ， 


Fa) = lim eey (ya с. f.s 

(3) S,= 4 F(z) 6 =i) k= 1, 2,3 n} : 
ЖЕ uan 体系， 
ш) = im е6) Ж сБ, 

(4) S,= fO) TO =) k=l; 2,3 n} š 


是 иас. 体系 ， 


(5) 5; = 5, 
证 显然 S, = 5.65 = S. 又 因为 退化 特征 函数 属于 So 
人 一 1 2 … 5)， 所 以 为 证 定理 ;只 需 证 朋 

Ci) 168s РЕБЕЛ => f€ S; 

Сн) FES FFE = ре 5. O 

先 证 G) ER fe 5, УЗР ИНУ ¿> 0 BE a, Е 
FOY = fea de 
JGP 一 FO ee = Кем), 


т" + ж + + ёт отоп ч в шоч а ют 


Ко" = Ceat ent, 


ИП 
А | А РА я 
Ко) 一 аә (>) (в > 1). (21) 


ши: 上 式 说 明 осо. 着 能 证 [ыо ~f (二 ), 4 一 1 
2, зәп} 是 ae 体系 , 则 G) 得 证 , 事实 上 , (2.1) 说 明 КӘ 
Eide fs HJO 无 处 为 0。 从 而 再 用 (2.1) 有 
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Ет 
LL 21 


往 证 lim t | == СО, BRE jim Сор "= с 为 有 限 数 ， 则 由 
(2.2) 有 


i (=) = m Oel GW. 2.2) 


=1 (—U) 2), (2.3) 


мое a | (2) 


这 与 KD 的 非 退 化 性 了 矛盾， 所 以 
lim £a == ©, (2.4) 


由 [2.0 ;(2.22;(2.4) 江 用 第 五 章 引 理 IGRA aO = /(—-). 
k= 1, 75°» a} E u. a. с. 体系 。 
再 证 (0). EE pO € S, фе) 非 退 化 , 则 有 


ФС) 一 lim у > 
þor) k=l Zan) 是 uan ЖЖ. 
所 以 由 第 五 章 引 理 1.7 得 知 


B, — ©, B, /B,—>1 (я — оо), 
再 用 第 五 章 引 理 1.2, 可 令 В, | 0， 所 以 尾 给 12> 0, 可取 Na 
使 Вл, = АВ, < Ву (а 充分 大 后 )， 因此 ， 


lm Bi 4, 


Fe B, 

从 而 

; Мы 

у = Е “idn n ( àt 
ФС) = Em e Къ.) 

= jim e TAN ч)" 

тз» п B. - 
Ы, 


| ` p atr 
ФО) (Д) = Hm еландан f (э) 
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= lim OLATA (Вн z \ (2.5) 


其 中 
Eak) 一 oo 人- ii —®ф{г), (2.62 


Hita 
而 ФО), pW pla) 皆 非 退化 特征 沙 数 ,所 以 由 (2.5) 和 (2.6) 并 
应 用 第 五 章 引 理 1.6 的 系 2 可知: 存在 B > 0 KD, E 
POP) 一 ei Dipl Br), 
所 以 : 任 给 a> 0, Б 0, 存在 5 之 0 及 中 使 
gp(anD) (bi) =a plende”, 
ЖИ ФС) ES. ERER, 
下 面 我 们 研究 S 中 的 特征 中 数 f(z) 的 范式 lo, Ст) р 9 
引 理 21 j jG) = (0, W(z)]€ 22, 10 gp) = ар), 
a> 0, W| pO = {aa Pelej Fri 
e, = aa + (1 — а?) j. i +Z dy (2), 


= Cila >) 
0.00) |... 1+y’ 19 g) 


证 
Far) = exp (iaar + Í. (er 一 于 一 йак ше ы) 


па: І 
= exp (z + | | с 一 上 — — y (2) 
r 1 + (>) у 
а 
н =): —” ду (2) 
I + у? а 


„ба Jese 
== {ал Pala) h 
定理 2.2 ER DES, HA 


100) = а, (х) }, 
рО) оа) + | UL, о) 是 者 一 律 ， 
y o 


-ie 1 
gla) = (À + B ° sgn z)|z] (r == 0), 
4220, |B| < A, 0 < = < 2, 
证 HIT SCL4， 所 以 对 于 任意 I) 65, VE 
Ке) = Va, E (ж)}, 


Ф (х) = Pale) 十 |. А ази ays (2.7) 


其 中 qtx) 满足 第 五 章 定理 2.4 中 L, 中 的 性 质 ， 由 40) 的 单调 
性, 不 朱 普 遍 人 性 可 令 g(x) 在 zs 0 处 左 连 续 ， 
下 向 我 们 由 O 的 稳定 性 来 探求 q(x) 的 具体 表达 式 ， 
出 于 JG) 稳定 ,所 以 任 给 a> 0, b >> 0， 都 存在 5 之 0 及 
d, {& 
Кабы у = Кег)е, 


故 由 引 理 2.1 有 . | 

| {а, + оь, Pal) + Wr) = la, + 4, er) 
军用 第 四 章 定理 3.1 (唯一 福 ) 得 
Fx) + Ск) = (к), 


| + ат (+ Í Рту aw (>) 


ten I + y т; „(=з 1 + у? 
> ї 
== | 过 十 р (2). 
- 10-91) | + у; С 
用 (2.7) 代 人 上 起 得 


91) lyla) 


59 
|... 1+ ° У en 1+? 


д 509), 


J 1 + у? 


Ар 


dy 


(x < о), (2.8) 


|y (2) Д м) 


оа + ИИ тї dy + PE + |... Ir y 
y 
= діс 十 |... ies dy (x > 0), (2.9) 
对 (2.8) Ж (2.9) 求 导数 并 注意 70) 的 左 连 续 性 得 
4 (z - -) 十 了 (z) = (2) (х = 0). (2.10) 


KZE q(x) 在 (0, co) 内 的 性 质 . 
在 (2.10) 中 令 x 一 0 七 得 2400) = 400+). ЯУ 400) È 
则 为 0 或 则 为 oo. 3 400+) = 0， 则 由 g(x) 在 (一 co, 0) 单调 
上 升 在 (0, ee ) 内 单调 下 降 得 q(x》 = 0 (х зе 0). Ж 400+) = 
co， 则 由 (2.10) 得 知 有 с, > 0, 使 ng 一 а) (х = 0), 


ИП 


, ах) = ngear) (x == 0), u (2.11) 
ТД Е (211) 有 
Koi S (m) Gan 
特别 地 ,有 
im (z) = lim r 46) = Ох)» 


(2.13) 


г + 
теак) = n T aG) = O. 
ЕН (2.11) Ж glx) 在 《一 吧 ，0 іЯ EI E (0, oo) 内 单调 下 降 
以 及 gtx) 5 0 (x == 0) 得 
с. 1 оо, (2.14) 
H (2.135 得 
Catil En 1, (2.15) 
所 以 ,会 给 ， 1 > 0， 对 每 一 个 充分 大 的 +, 都 存在 mo 使 


“nk =< Ack < Euph 
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H (2.15) 可 得 


lim Engl Ek - 2. 


н (212) 有 
hm -É gla) — tim a( 2 =) = ай) G= є (4%). 


若 注 意 gC0 十 ) = co, MAERA: 存在 pa) 使 
lim Р = р(2). 


kaw п 


区 ФС) (0) = glr}, (Ағ Є c(a) ХЕЧ g0) 去 连续 ,所 以 
plaak) 一 Сах) (Ha > 0, x > 0), 特别 地 ，pt2)g(1) 一 
402). В 
42)4 (х) = а(х) ФС) 9С) = glara) (А 50, х > 02, 
即 
40) = Ак (xr> 0), 
而 4(0++) = со, dt 22 0, 故 A. > 0, e, > SAA 


f EF] 4\х)4х < со (4б) 满足 工 , 中 的 要 求 》， 
° x 


所 以 a, < 2. В 
А7“, 400+) = о, 
a) -1 0, 400+) = 0, 
其 中 б<о<2, A 20 (ER: 0+) 只 有 两 种 可 能 : 
460+) 一 0 或 o,.) 总 之 ， 
qi) = Ас" (x> 0), Ж 4,220, 0 <= 2, 
关于 а(х) Æ, 0) 内 的 性 质 , 坊 上 可 得 
glr) = d;l (х 0), 其 中 A; 2 0, 0 < a; < 2, 
把 glx) 的 上 述 二 表达 式 代 人 《2.10) 得 
{еч + b”) = Act 
Akar 十 рз) = Ac", 
注意 : &> 0, > 0 是 可 以 人 在意 选取 的 。 
(H) # 4,5205 d, М a= 1 => 5, 4 а == m, 
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ко 0, 


(Z) ЖА, d: 至 少 有 一 个 为 0， 不 站 设 A, = 0, Mi e Ff 
БЕЖЕН HARR w =. t; 也 可 以 ， 

总 之 ;无论 蚌 情况 ( 甲 ) 或 者 ( 乙 ), 总 有 
ак) = а". о> 其 中 А A, 22 0, 0 < a < 2, 
ЕП 

qir) = (А + Br sgnxz)|<z] " (x 0), 

其 中 A2 0, B| < 4, 0<о<2, 定理 证 毕 ， 

讨论 . 

(1) 车 02=0, 4=0, 则 m=0,9(x) = 0, (хх) = 0, 
从 而 稳定 特征 阔 铬 o — e= 是 退化 特征 酒 数 . 

(П) Ж > 0, 4 = 0, HJ # > 0, а(х) = 0, W g (<) а 
Pela), Mu Ge) 一 с 是 正 态 特征 函数 ， 

(Ш) # 中 一 0，4>0 H| 1—0, (к) 580, 1 
W((0)) =r = 0, 从 而 O 是 无 正 态 成 分 的 稳定 特征 函数 . 

注意 ; 4 > 0, 中 之 0 这 种 情况 是 不 可 能 的 ， 因 为 由 4 守 0 
可 推出 q(x) 560, Ы (ау m (A+R. зрпа) || 7° 代 人 (2.8) 
得 а + b" == с", БА (2.9) 48 

аа? + Воді — сід) + (аё + В" — с") | 1262 dy = D, 
rer) 1 + у? 
所 以 тш + ёа? — с20? == 0, Q a= b= 1, ЖЕЖ с 也 
大 于 0 得 一 0。 这 就 证 朋 了 
А > 0 => д = 0), 

对 于 情 次 《DID2， 稿 定 特征 函数 (0 的 范式 已 明确 地 写 出 
来 了 ,它们 分 别 为 退化 特征 函数 与 正 态 特征 函数 .对 于 情况 (II)， 
其 范式 为 


KOD = fe, F} = exp( iar + í. (z 1 сіе) 


(4 + B рих) 
Кре Өр 
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其 中 0< aÍ 2, 4200, |B] = A, 
下 面 我 们 将 把 上 述 具 分 算出 来 。 为 此 , 我 们 要 用 下 面 三 个 积 
分 公式 : 


dx ” gf 
1 | j at n dx 
a) o x(x + 1) 4 1 + £ 
= — (0 < a< I), 
х 
2 cos 一 @ 
2 


(2) N 1 一 cos zz dr 
J 


у! 
12| 
=. (0 <= < 1) 
2а + 1) а-а | 
е Sn 
(3) f “тып 4% 
= gn оа 1) 


2TKe + 1) оз а 


= 


о | (22 = вана) gy 


Pitas 
情况 (а) azl, 
把 zG2) 分 成 实 部 与 虚 部 得 

г) = — 24 位 1 — соѕух dx 


zita 


+2вг\ ( sinse — E)Z 
Ф 1 + x 1+а 


x 
= ] — cosrx 
— 24 | діа dx 


+27; | SRE de — 2B | аж 
° ae о x" l t x?) 


利用 上 面 三 个 积分 公式 可 得 


*]50 + 


. га 
Ет) 一 В. __ Aaz) 一 
cos -— a Г(а + 1)ыїп—@ 
2 2 
+ Bin sgn z] z] °“ . 
Г(а + Does 8 


情况 fb) 1 < a < 2, 
对 к) 或 导数 得 : 


y a] оле Д }4Ж Вп: 
STi TT рн, 
| (e= – 1) ` gn x + Bj 
ИГЕ 1+ ә [а | ý 
若 注 意 
| |х!?—* 
difa l+ z sgn x dx = Ü 
岂可 得 
` 2-а 
g'a) = Í ‚(е — 1) Язрпх +В, + a Лее о, 
Е 1 | R 1 + x° 
=- | I costr 2—24 | sin fa dx 
0 x” о д“ 
上 2—п 
+B: Ары 
° 1 + r 
НЕА НГ. 
go = — 2 —— 2 ag arera 
2T (e) in~ (a — 1) 2r Ce) соз Пя 
+ 28i z 
2c0s (2 — а) 
Ві |118 sn 


Г(а) cos E T (e) sin > соз = 
ЯТА. 
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Г(а + 1)cos r: іа L) а = cos #5 
因此 ,无 论 0 <a < 1 BRE 1 二 a < 2, O 的 表示 式 在 形式 上 
都 是 一 样 的， 内 
20) —— mA lels q Вене [рпа (a + 1^) 


Tla + 1) sin 2. соз 227 
£ 1 2 2 


- (0 < == 2, z= 1), 
当 а=1 ij, ERM ndj ЗЕЛИНА # ОА 
(L Hopro G.) 法 则 算出 沟 

—2Biltlog ] 1 Г). 


所 以 
J) 一 (a, Ок) = өнө 
eiei pgn 0 < a < 2, а = 1; 
{eon nme А < = 1 3 
其 中 
Вт Ах 
єс = z — - э усе — р 
Ew in ^* 
cos 一 一 一 r [#1 + І зїп 一 一 一 
2 ( ) 2 
с = Вя, ecet) 


Гба + 1)eos 二 


a= Апу 五 一 25。 
而 4>8， |В\= 4 反映 在 这 里 为 


суш” Ü, a > 0, 
Ë = eol tan 2 ‚ l <a. 
作为 这 一 章 的 结尾 ,我 们 荆 究 (Y 趋 于 某 一 个 稳 


定 特征 孙 数 的 充 要 和 条件。 而 趋 于 退化 特征 函数 与 正 态 特征 函数 的 
简单 情形 在 第 四 章 $5 中 已 经 进行 过 局 详 的 讨论 了 , 所 以 ,在 此 只 
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诗 论 趋 于 非 返 化 非 正 态 葛 稳定 特征 函数 的 充 要 条 件 区 即 前 画 所 说 
的 天 一 0， 4>0 的 情况 (IITD))， 


定理 2.3 设 jG) ЖЕНЕ ВАК, pO 是 非 退 化 非 正 态 的 稳定 
特征 函数 ， 即 


gG) = tr, “Ох, 


= (А + В зп уу“ 
Фу) |. > dy, 
4> 0, [BI < A, 0 Z a < 2, 
Щщ] 
ñ i у _ 
Бн (Y = oC) 
的 充 变 条 件 是 : 


(I) imaF(B,r) ~ £ |z |= (x < 0), 


lma(1— Е(В,х)) = LEB gys (x> Q; 
п-б @ 


а) Hm ra | 131<gax УРО) 一 (| Ту1<Вял ?2 oj 


С 0) z > 0 或 一 个 xy 0), 
其 中 Fle) 为 fü) Аа. Е; 


(Ш) lim (— 4, 二 一 | yaF OD) 
mus Б. 2151 Bar 
FP yl 
мк 28507 В=_, аз 1, 
1 — а {т 
m= COS — 
Y + log х, == 1, 


对 一 雪 x > 0 或 一 个 x 之 0， 其 由 {Ad} 263383, (B,) 为 正 
数列 . 


证 必要 性 ， 
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Ж пш eee [Y = ФС САРВ ЯРА КИЕРИ, 


则 В, > со, 【此 事实 在 定理 2.1 的 5;C5 的 证 明 中 已 证 ,》 所 以 


lim mar |1 一 fal 一 lim max 1-06), 


зо [К т-ка) рака 


此 即 [mO = (E) k= 1.2, Eua n 体系 所 以 
由 第 四 章 定 理 4.3 得 知 (1), (П), (ТП) 成立， 

一 切 «> 0); 所 以 ,co (反之 F(x) 为 零 一 律 , 从 而 (ID 的 
左 端 恒 为 0, ТЕНЕ АЕ 0, 夏 (I) 不 能 成 立 )， 因此， T.G) 一 
(Z) k= 1.2... в} 是 а.а. п. 体系 ,再 用 第 四 章 定理 4.3 


В, 
知 T (1), ПН) 是 充分 条 件 。 
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第 七 章 强 极 限定 理 


在 第 三 章 至 第 六 章 ,我 们 系统 地 研究 了 分 布 函数 (特征 冰 数 ) 的 
极限 理论 。 在 这 一 章 中 ,我 们 将 直接 从 随机 变量 出 发 ,研究 它们 的 
极 跟 理 论 ， 本 章 涉 及 的 蝴 机 变 重 ,都 是 基 个 概率 空间 (O, F, Р) 
上 上 约 , 因 而 涉及 随机 灾 量 序列 的 几乎 姓 处 《fa. e) ) ШЕ, ЧЕ 
率 测 度 P 而 言 的 ，2 Ал: Ж о л, 


$1 =ОШ 


引 理 1.1【《 柯 尔 莫 哥 办 去 不 等 式 ) RENEE Xotes X, 
相互 独立 ， Е (X,) = ра, var (Ха) = 0%, 都 存在 (k = 1, 2 
np)， 则 对 任意 给 定 的 в > 0, #9 


я 
2 
ту 


> (X, р) >=)< i, (1.1) 


P( max 

Iakas 
х k 

z e esdas Baoa] so 


. R-t f 
=p) Ea=(N USEANA Q>, E= 


和 S| 26), M E= |] En (Е) ERER. NAE 
有 k=1 , 
|, SidP = |, Ís + 28% 2) (X; — р) 


=k+1 


+( 5) оо) е 


i=Kk+1 


一 |, ЗЇЗР + |, (> (х; 一 57) dP 
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> | Slap, (12) 
Ek 


所 以 
> = “(2 х) т | e, 一 po)) dp 
. > | SudP 一 > j. 54Р 
2 > | StdP > > BPCER = CPE), 
tal e к=1 
БЕП 


a 
(am, |Ë >< 
定理 1.1 设 随机 变量 序列 {X.a} 相互 独立 ， E(X,) 一 р» 
var (Xa) 一 оз 都 存在 ; 则 > x. 收效 [m], PB > x, и 
88 BS 78 ЖЕ ЖЕ ËF R: 
> pa 与 De гд. 


和 而且, 着 > X, = X, [50], 则 > p = E(X), УО == var (X), 
#=1 п=1 т= 1 


GES: Ух, ша Гар, ЖЫП УХХ, 在 [m] 意义 下 收 
ВЕ ЕН т вна АЈА х) 
证 必要 性 , # 全) X, = X, [m], БП 


= 2 
lim E(|x— > х} j- 0. 
я-а k=l 


[E(x)— 5 z| < Е(|х— > xal) 
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Гы 


<[E( = $; f) 


可 知 - 
Sp, 一 区 (xX) ШЖ. 


及 因为 
var (X) Ў) var (Хь) | _ 
k=1 


var (X) — var (> х.) 
= |E- Ear- E((> x) )+ (e) | | 
=) ај м) 
+ (> н) — ЕСУ), 
但 是 ,由 曙 尔 德尔 不 等 式 ,闵可夫 斯 基 (Minkowski, HH.》 不 等 式 有 
E(|(> x) ху xal) 

< Е(!Ух,—х|'} Е(| > x.) 

< (|$ а) (Е (|27 а |) 

+ EXD’), 


kiok Е(|5 x4 一 X| ) 一 0 可 得 
k=1 
Sal —уш(Х) Wë, 


RDE. MERTEN [D Oa- го 是 一 个 基本 均 方 履 
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ЕЗЙ, 
事实 上 Е( 0.) 5а, ин D < 
` ' k= k=m k=1 
оо 知 {了 > (Xi 一 pr) | 是 基本 均 方 收 倒序 列 。 因此 , 它 均 方 政 
k=1 
SAX D p Ж. (57 x] makan. 
asl k=1 - 
定理 12 设 随机 变量 序列 (x,) 相互 独立 ，E(X,) 一 加， 
var (Х„) = o 都 在 在 (n = 1, 21,:--), ME > Pas > s 者 
ik, nl mo oom 


а) 3 x, ek 151, 


(2) Уух, = X, [m], E = S` р„, 


n=l n=] 


var (X) = >) ot; 
=1 


(3) P sup >: (X, — | > в) < De 
тсе 1621 т 1 
证 PREES р, = E(X) = 0 (n >= ID, 再 令 
5,00) = Ñ Xo) (021), Slo) = 0, 


axo) = sup 115,0) 一 Sako)! 5 È = 0, 1, 2,+-*}, 
alw) = inf {anl wm), m= 0, l, 2ye}. 


MI > Хоз) ЖОЙЫ S Ж BE Ek: alo = 0. EE, AK UE 


了 X, GR, [a < ]。 只 需 证 明 对 任意 。 > 0, 省 
п=1 
Pla(w) 2 s) = 0, 
Е 
Р(а((0) 22 в) = Planla) >e) 
= P(sup í | Suplo) = SmCeo)| 3 Á == І, 2, + . } = г) 
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=P (im max 15) — $a)|) > 8) 
< p (im ( mas 10) 一 So(o)l = s — =) 


Е 
= lim P{ max 18,4300) — $„бо)| 2 £ — š) 
n>a lkka ғ 


im 1 М 《1.3) 
< lm ( _ Í 5 var (X). 


} ==m+1 


由 于 У) var (Ху) 收 散在 (1.3) 中 令 т — оо 即 可 得 P( (o) > 
в) 一 0 此 即 (1) 成 立 . 在 (13) 中 取 m — 0, Ф r— ° ДИВ 
Plako) > s) < 5 > var (Х;), 

此 即 (3) л, Tú (2) 可 直接 由 定理 1.1 得 田 ， 
定理 1.3， 设 {X。) 为 相互 独立 的 随机 变量 序列 ，|X,| < <， 
[a.e.] (022 D， 而 且 Ух, ER- ENE ЕК. HI 
> Е(х), lv (Хх) 
Ak. T Е 
证 设 Е(Х,) =0 (n2 1), Ф $ =0, s, = У ХА 


k=1 


GSD. 由 于 D) х, WENS F, Ей, В 1х, < ç, Is. 
el, 所 以 存在 一 个 正 济 集 ECE, 使 >x, 在 E, bki, A 
[Xal] < c 在 E, 上 处 处 成 立 . пеня (Егоров, Д. Ф.) 定 
理 , 可 知 ,存在 一 个 正 测 集 ECE, 使 >: x, 在 F, Е, 


即 , 对 任何 给 定 的 в > 0, ТЕЕ ЖМ, А ЕЖЕ р, 都 有 
[Sno 一 Snel < g, Жее E, 一 歼 成 立 。 


所 以 
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[Saa Ca) | =< Sul + е Ме в (e€ EJ. 
而 |X,Go)] < c (a € E,), Д EJ n N, a € Б,, WA 
{5„(о)|] = ne = Ne, 
因此 [Slol < № + 8 боё Es, s 2e 1). ЫП 


ЕС [| {15,1 <Ne +в) р, 
з= 0 


所 以 РОР) 22 РСЕ) > 0, $ 


Р. = (| {ls = Nc + е}, 
А-0 


ЙЕ, Е, BẸ ¿= Ne +s, б, = Е, Е, а = |, sup, 
则 由 独立 性 及 假设 E(X,)= 0 得 
а, — an = j. Szdp 一 j. SdP 


аР 一 ) ЗАР — | з dP 
Ga Казу ` 


Ра 


-| 

= | (XL + 2,8, dP — 人 524р 
-| ХАР 一 |. SadP 
-| 


Xs, ХЗАР 一 | ЗАР 
Ga А 


D 
= | Хь, dP + | X24dP — Í SdP 
ч 号 Ся 


Z РСЕ, var (X,) — РСС, 4 + с» | 
= Р(Е) уа (Х,) —Р(С„)(4++ y (14) 
3 (14) 对 = 从 138] М 求 和 得 : | 


ay 22 > PCF) var (X,) 一 (a+ Р (2 в.) 


> PCF) Š var (X.) — (a + су. 
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而 ak =< 由， 所 以 Sva (Xn) Week. 


现在 ， 我 们 米 证 明 一 般 情 况 , 即 取消 E(X.) = 0 的 假设 TE 
新 的 相互 独立 随 宙 变量 序列 {X#}， 它 与 原来 的 {Xs} 相互 独立 ， 
且 X# 与 X, 同 分 布 人 之 DD. [а Y, = X, — X? , W| E(Y,)= 0, 


var (X,) = — var (Ys), >，Yy。 在 某 一 正 测 梨 上 收效 ，1 了 ,| < 


2с, [ae]. Ж, 由 前 面 的 证 明 可 知 25 var (Ya) iret ВИХ 
D; var (X,) = 2 D) var (Y,) kek. 但 是 > var(X。 一 E(X,)) 
n=1 з= 


n=1 


收敛， E, 一 E(x,)) = 9， 所 以 由 定理 1.1 得 
У), ECX,)) Ф, la el. 
n=1 


而 之 X, EEE MR Brd, 所 以 > EG, ) Шй. 


定理 14 (HEKE) Ж Ñ KE.) < e, HJ 
P (lim sup Е, )= 0; 有 反之 ,车 P(lim sup Е, )= 0, T B. IE,Y АН 
互 独立 , 则 D P(E,) < o. 
#=1 


证 者 уБ) со, M 


PGimne E) — P( Ñ Ü 8) imp (U E.) 


a=] k=m 


- lim lim РС U zm.) < < lim lim > P(E,) = 0. 


\k=s 


车 P(lim sup Es) = 0, { 相互 独立 ， Ф Xa № Е, Ент 
Ера, W| а^ © lim sup Е, 的 充 要 条 件 是 > Х„Сем) 发 散 ， 所 以 
由 Pllim supE,) 一 0 推出 >x. ак, Га. е], 而 als 
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(n 之 1)， 所 以 由 定理 1.3 得 知 
>; Р(Е,) 一 > Ex) Ф. 
51% 1.2 令 {aako k =], attt; kal ЛК ЖЛЕ: 


(1) ka Z n, Кача 22 Б (я > 1); 
(2) 对 每 一 个 区, 都 有 lim se = 0; 


(3) 33 laal < <> (s Z: 1). 


EO x, 一 > 4.46 ШЕ z, — 0 可 推出 z; — 0; H > Bag] 


及 ore 可 推出 7 х 《zx 是 实数 )， 特 别 地 2 ¿— 
(51 4)1%， 则 由 z. — z G 是 实数 ) 可 推出 
k=1 

L 5 аа 


b, k=1 
和 证 Ж z, — 0, ШИ в > 0, WFE NE), H n > Ne) 
时 ， ГЕЗ ЕТИ 


Мв) 


| < > [ола + s, (1.5) 


к= 
由 于 N(s) 是 国定 的 ,ax 一 0 Ca оо), 所 以 在 C1.5) 中 令 
поо 并 注意 > 0 可 任意 小 , 即 发 现 
х,» 0, 
ж Уа 1, ts (п со), 
则 ; 
к, = > а.х 十 >) as. (x; — х) — x, 
k=1 k=1 


ж. -( a) о, sa rs Be an = An (k=l, e, 
ka= n), 则 
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LEA 
A 
Уа ж 1, fan >r (а 一 со), 
k=1 


所 以 


s Ra 


1 g Ir == 5 dati "= ta — x, 
Ë, х= k=1 


# E У) а, КЖ. Б, оо, Д] 
n=l 
буа, + r++ + фп — 0, (1.6) 


Ë, 
证 45550, S, =a, + "+ +a Ш 


Б] 


1 
b > аф, = ere 二 (5 一 5;-\)#$ 


п j=l 


= (5, аан) 


定理 1.5 (强大 数 定律 ) 设 {X,} 是 祖 互 独立 的 随机 变量 训 
列 ， bato, Æ Е(Х,) = р, AE, E(X < co (n 2> 1), R. 


s m, =) < о, 则 


im Z 5) (Ха Ра) = 0, [ae], (1.7) 
im ЕУ (Ха — ра) == 0, [и]. (1.5) 


证 “应 用 定理 1.2 于 kau 则 知 


P Харь Xa- E Х, la. е.], 


取 Lp 再 利用 引 理 1.2 В, ИЯ (1.7). 
又 因为 


« 193. 


Е((2 > к-т) ) =} > var(X,.). (1.9) 


bh кт 
而 У х < oo， 所 以 ,再 一 次 应 用 引 理 1.2 的 系 , 则 得 出 
s=1 т 


Ez Ху var (XO) — 0. (1.10) 
з k=l 


综合 (19), (1.10) 8 (18), 
引 理 1.3 р(х) 是 分 布 函 数 , 则 | ,|x|dF(z) < оо 的 


充 要 条 件 是 
21 |. Еа) < 5. 
证 Ф ¿G)—] ав) G> 0), Ж 


$n) < F. pedr < pla — 1) GSD. 
所 以 


> Ф(») < | ar < ф(0) + s pln) 
-j+ У Ф(п), 


因此 ，Y p(w) < oo 的 充 要 条 件 是 


r Prdr < оо, 
但 是 


| о (|... ro) — | (aseo 


~ {, lylar O). 
所 以 | „1х14Р(ж) < оо 的 充 要 条 件 是 


> | „IEW < co, 


|z! 
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定理 1.6 【强大 数 定律 ) {Xa 8—8 АУАНИ 
PAAR FO 的 随机 变量 . Ж 
lim -一 LN， X, = X, [а.е.], (1.11) 


mnam M p 


则 
人 1212 G < о; (1.12) 


Ez |, 1zlaFG) < ©, MI 


lim ŁY = Е(Х = p» La. е.}, 


men 


证 $ 4, = [2 


> j, 车 (1.11) 成 立 ; 则 


а а] ee 


п— 1 = 
я 
Р (lim sup 4, ) = P аар Í {т i) = 0, 
因此 ,由 波 莱 尔 引 理 得 知 
>: кал, ) < eo. (1.13) 


而 由 引 理 1. 3, (113) Ба. 12) 9. РТЫ (112) 得 证 。 
反之 , З (1.12) 上 成立， 作 南 串 新 随机 变量 如 下 
Y = ë 'X,| < x; -位 [Xal < n; 
” lo [Xs * Re |X,| > п. 
则 {Uh (У, 是 两 串 相 互 独立 随机 变量 ,是 X, = U, + 了。 + 
o} = yar (Ua), HH 
k 
% < EU) = j. a PAFO) = > i 


тп il 


хан (z) 


= ` | 
= <” в-1ігі<р 122 (9), 


|. 155. 


ДІ 


= | ала |14 (>), 


= = 点 
а не Doa D h 
k=] Á K 1 & v=1 v=] k=, А 
< У (3 + 2.) 
ъ=1 P Ed 
<>, {у +) De, 


= ECX h < оо, 


БЕТИ ,由 定理 1.5 8 


1 3 ar- EW) >o, [а. е. ]. 
r= 


BÆ, ECU.) = р, Ж 


1 УЕ) р, 
п угу 


B (1.14), (1.15) 得 


2 21 (0, р) 90, [e.e]. 
k=1 


(1.14) 
(1.15) 


(1.16) 


车 能 证 У. 一 0，[a. ec]， 则 由 (1.167 和 V, U, 之 定义 可 推出 
15 х.-1(5) U, + 5 Ve) >p [а. е.]› 
к=1 k=] 


f k=1 


PERE. {ШЕ V, — 0, [a e1. 
事实 上 ， 令 E, =(V,= 0, Ml 
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P(E,) = P(V, s 0) = L... dF (x) 
Š aF (x) 


1 | 一 
r= 
y= tteighi inyo 


z 
— app "" > rt 
v= # + p — 1 YE > 


所 以 


У ме) < 5 > feil = У) аы < 00, 

=i n=] v=n р 

ЕЧ, ЛКЫ] ЖЕ Н 
- P Clim sup Е.) = 0, 

所 以 V, — 0, [a е.]. 


定理 1.7 iz [X 是 相 志 独立 的 随机 变量 序列 ，Fs(x) Ж 
Xa 的 分 布 活 数 . 则 下 询 陈 述 等 价 : 


аў Ex =X, lael. 
(2) 对 一 切 正 数列 {a} {2} 来 说 ,只 要 


р Шт gss lim z, < оо; 0 < im p, lim ё, < oo, ` 
W я-+ ш я-а 二 


ЙГ 
| аР.) < оо; (1.17) 
шо Ean ba) 
Ef чк.) йй; (118) 


> (|... dF lx) 一 (L... ва) dF aut) ү) < оо, (1,19) 
(3) HER с, ЖЫН | 


> [ase dF ul) < 90; (1.17.1) 
> | хаР.) Ж; (1.18.1) 
> (|... аР, (а) 一 ( хав.) J < со, (1.19.1) 


(4) Ж5Ж—11Е с, (1.17.1), (1.18.1), (1.19.1) 成 立 ， 
(5) 存在 相互 独立 的 随机 变 最 序列 {Xs}， 适 合 下 别 条件: 
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E(X) < co, Е(Х,) = p var (XL) = ад, 
> р, 收效， Doa co, DIPA X,) < co, 
#= 1 n=1 т=п 


E (D0). 设 У) х, х, Due], TE {а}, (5) 


m=1 
合 于 (2) 中 的 条 件 ， 令 
z = A ns — z, < X, Zh 
- 10, 反之 


F E, = (X, = Z} RS 5х, = x, Га. е.], 所 以 X, — 
0, [a.e]. RHE Р(Х, = Zn, a. =P (Ú й {X= 203) = 

， 所 以 Èz = Z, lae], 又 因为 Z, -RARO RN) 
所 以 应 用 定理 1.3 ШИВ: > (л), У, var (Z,) kak, E2) 


Фу (1.18), (1.19) У, T 
P Cim sup E) = P ( f) \] Е ,) 


"us z.) 


8—1 ken 
所 以 ,根据 波 勒 尔 引 理 推出 
EPE, < о, 


ЖЕЕП (1.17) 成 立 . 
(2) => (3) 一 > (4)， 显 然 成 立 。 
(4)==>(5). 设 (4) 成 立 , 取 
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х = а |х.) es 

” аф, 反之 。 

HJ {X} 即 为 所 求 。 
(5)=> (D. 设 (5) 成立， 则 由 定理 12 知 X) x; = X', [a 
1. D wx。 = Х„) < оо, АРИУ 


Р (m sup Í X, Æ Ху) = 0, 


Р(Х, = Xp а.а.) 


x 


=1—P?(N Ü (X, = х) 


n=1 А=л 


== 1 — P (lim sup {Xs, Ху} = 1, 


”因此 由 У X = X'，[a.e.] 挫 知 


am] 


Ў) x x, [а.е.], 
$2 FARR 


定义 2.1 ияя |] Z. фий, 如 果 存在 一 个 mw 使 


lim Zati’ +4 
存在 而 且 不 为 0. 


定理 2.1 ]I Z。 收 合 的 充 要 条 件 是 
р lm Zapi Ea ™ ра 存在 (m > 1); 
(2) lim p, = 1, 
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证 ДА, Унт Z, t Z, = a > 0, 则 显然 lm 区 : * 
Z, BEF px 一 üm Zaa Zas W 


й 
bn 一 -一 -一 一， 


Zan Z, 
ВТЦ, ръж 1. 
充分 性 ， 因 为 Em рь 一 1， 所 以 存在 一 个 m， 使 po == 0. 
+ ЖЕСІ), GQ) 可 合 写 为 
Bm im Zu Za = 1. (2.1) 


mn dm 


定义 2.2 ESRR }] Z， 称 为 绝对 收 敏 ,如 果 


S үд, 1 < eo, 


= 


定理 22 хя JI O + „ә 收 全 的 区 要 条 件 是 存在 一 
个 me, 使 


> log (1 + иһ) (22) 
9, "т 
Ж HEMI A: I! (l + wn》 收 化 的 充 要 条 件 是 
lim lim (1 + unt) + ua) = 1. CADI 


WAHRER АННЕ (2.1 与 定理 2.2 һу ЖЭ. 
定理 23 设 序 列 {m} 中 当 6 2 m 后 u ЕА 5 40, ДІ 


П G + ws》 收 做 的 充 要 条 件 是 
паж] 
Sl, (оз) 


ка. "=a 
证 首先 ， 不妨 设 lim ws == 0, MARAA, W Des 与 


П (1+ xs) 都 不 收 施 , 则 定理 2.3 的 结论 已 经 成 立 。 
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(1) J8 u, > 0 (n> m). MH H 
*= l+ =+ oG) Сх ж ü) 
可 知 : 当 # 充分 大 后 有 
en 二 
好 六 在 по © то, 使 


= +P 
-*_) 


ntt no шс II (1+) же 


k=ny+3i 


Жз» tp in) 


其 中 s.— Du 所 以 D 收 全 的 充 要 条 件 是 T| (1 + x.) 
k=t п=1 те} 
ЖОЖ. 
(2) н, <0 (n > ma). ШУ n УК ЕН 
en = = 1 + й, 23" п . 
即 ,存在 пу 22 таз 使 
—5_) 


EASn tp Se) жр Tr (1 + x, у < e Paot? 0 


K=ss+1 


所 以 ， > оаза П (1 +s) Ж. 
定理 2.4 车 П z, КГГА! П 2, ак, 而 且 在 计 


算 Em Z; Z, 时 ， 可 以 将 其 中 各 项 任意 调动 及 任意 结合 ;其 极 
RERE. a 
ЖОШ Ц z, ск, ВП $ iz. 一 11 < oo， 因此 , 当 


"УЖ 12, 一 1) 不 变 号 ， 所 以 由 定 玛 2.3 得 知 H z. Ж 
化， 而今 > |Z, — 1! < о, ЯЖ > e. Тл) 中 各 
项 任意 调动 及 任意 结合 ,其 和 不 变 ,从 而 在 计算 tim 252, М, 
оф алея ежа ,其 极限 不 变 ， 


> > è p F 


ШЕК RFE ЕДЕ K MERIR Уз Cs, È 


> 12,64) ~ 1| < У) С, G€ Д), 


(янв ; Уа. < уум, Жр a, < б, >21.) 


定理 25 15 I 2.02) зз ESO MERTER E 
伍 外 ， MATAH 
Im Z, (2): - -2,(4) = Peli) 《对 ¿€ A 一 致 )， m = 1, 
mpa) 1 (对 Xe 4 一致), 
证 内需 注意 定理 2.1 及 强 控 收 伊 的 定义 妈 可 得 本 定理 ， 
53 独立 随机 变量 之 和 的 收效 狂 与 其 对 应 
的 特征 函数 的 收效 性 之 间 的 关系 


设 S, 为 随机 变量 ， Fee, (г) 分 别 为 5 的 а. Е ЯД с. Ё, 

一 般 好 ,我 们 有 
“oS, Га. е]? => “5, — 53, [P]? р “p, S se(s)”. 

ТЕЗИ SB 2 АЛАЧ. 如果 5, 是 4 个 相互 独立 随和 机 变量 之 
和 , 间 上 述 两 个 逆 命 题 是 否 成 立 ? 这 就 是 本 节 所 村 解决 的 问题 . 

定理 3.1 设 {X,} 是 相互 独立 的 随机 变量 序列 ,Pofz7; fC) 
ЕЮ Х,а. Е 和 ef r ERARE pa 是 X, 的 中 
位 数 ， 

i= mt he на 0) a F| зав), 
Га р leler 

Fila) = Р„(х + Fa) 是 X, — к, Вау PPS К. 则 下 殉 诸 陈述 
等 价 ， 


(1) im [| хо 是 cf; 
==> j=] 


Q) У) (Хх, 0) WE, [a.e]; 
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(3) 存在 实数 列 (C, 使 
之 (X, — C,) б, 1а. е.15 


(4) П [КӘ Ш Ge RD); 


(5) l ODP a GEE, LE) > 0), 
其 中 LCE) # E 8 Pl 格 测度 。 
(6) 在 每 一 个 有 限 :区 问 上 ， П esp Кт) 依 强 控 意 义 收 


ж. 
证 (1)==>(2), Ж 


т 


lim Ц С) = к) 


是 一 个 特征 函数 . 则 可 取 5 :>0, 使 得 当 [|| < a HA (y> L, 
所 以 2 


” > log FAOIN "= == log Кт) = log 2; lel = 6, 
s= 1 


但 是 过 一 logtl — x), 0 
* = —log(1 — х), 0 = r = 1, 
所 以 ° 
У) 01-1500) < D ilog 17.0012 log2, || <a, (31) 
PPTI papar 
$ 


x, = [e ІХ, — l < r; 
Eno 反之 ， 
则 可 算出 ECX%) = Р, 


var CX’) 一 Í (x — p, 4 Ску 


да| er 
= (fuaa нава) Y. 
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利用 第 二 滨 截 尾 不 等 式 (4.20) 即 得 : 
var CK) < Clr, 8) ka — | a. (3.2) 
由 (3.12 25 (3.2) 可 得 


>, var (XD) < С(т,8)81о#2 < оо, 
m= 


所 以 ,用 定理 12 T (Xi bnr 则 得 


2 (Xu ba) Шк, Га. eJ, (3.3) 
但 是 Е 
У POX, = х) < S РОХ, — pl 2 r), 
利用 第 二 章 (4.17) 得 и 
РОХ, | >т) =| ав, 


|#—иа[>к 


< ст, ау | (а — 16019, 
所 以 


Уу Р(Х, ж X< C, |, (1 — 1001904: 


< elr, 8)81082, (34) 
H (3.3) 1 (3.4) 得 知 


У; (X, — ba) ШЖ lael 
(2) => (3). ШІ, 


(3) => (4). й 
> (Xx, — e,) = 5, [a е.]; DI (X, — 6) = 5м, [а. е.], 


HJ $S, 53 с. Е. 29 
lim | | еб) = gaz), 
maw (m 


+ 204. 


因为 im S, 一 0，[a.e]， 所 以 Hm „бй 一 1， 办 此， 
lim lim |) Р ПСО 1 = lim [za G) = 1, 
根据 定理 2.1 注 得 知 
T OP йж Gem, 


(4) = (5)， 显 然 成 立 . 
(5) => (6), 8 С5) 成 立即 设 
lim lim |fm G] hi G€ E, LCE) > 0), 
由 叶 果 罗 夫 定理 知 ， 存 在 BCE, L(B)>0, {È 
lim Em [aG CQ = 1 对 ré p 一 致 成 立 . 
了 由 于 LC(B) > 0， 所 以 召 在 [0 оо) 内 或 者 在 (一 co。0) 内 有 正 
WEFR. KAX AOP 是 信函 数 ,所 以 可 以 假定 Bn [0, со) 
有 正 测度 .因此 ,存在 一 个 80, 使 BN (0,6) 一 4 有 正 测度 
ГІСА) = e> 0. BI 
lim lim [for | =— 1, 5 r 6 A 一 致 成 立 ， 
AC(0, 8), ЫСА) = o > 0. 
Heme В fm |А 01? OPS Gea), (31) 
T üE: 
> G -— IO < 1082 GEAN 
利用 第 二 章 不 等 式 《4.14) 得 
Пенна) = < аСТ r3 ps 8) | G 1,6004 
Ciel < T). 


取 ea (Тонов, ә) (1600194, АЈ У е, В 


Dy jee (MD —1|«& 50е, (| Т) 
=i #=1 
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此 即 Т] 2400 在 任何 有 限 区 间 T, T] ERRER 
m= 1 
&.  . | 
(6) = (1). 着 Тено) 在 |:| т 上 依 最 控 意 义 收 
ЖУЛ J enO 在 | << T 上 一 致 收 语 ,因此 T Rr 
k=i : к=\ 


在 l| < Tr 上 ~- 致 收 总 ,由 于 了 可 为 任意 正 数 ,所 以 T] ИО! 
k=1 


的 极限 函数 是 特征 函数 . 
定义 3.1 设 { 发 ,} 是 随机 变量 序列 .如 刘 存 在 一 串 实数 {eo}， 


使 >; (X, 一 cn) КЖ. Га. е.], 则 称 {Х„} 是 稳固 的 
а=] 


”定理 З.1% H ТАЛЫ ИЛЛЕ УЭ] {Х„} Жз НО ЗИРЕ. 
定理 3.2 设 {Х„} EEEREN FAA 
述 等 价 : 
C1) lm ñC: JG = JG) 是 cf 


(2) >, x, ШК [a.e]; 
(3) JIT ь® а (тєк); 


G) TAO йй GEE, (в) = 0), 
(f.G)) Ж {Х„} 的 特征 函数 ， 
Е (1) =» (2), СТ), N 
lim AEDT AOT = ao 
ЭНД. вика зл р Do (X, 一 b) Mek, lae], Biik, 
Em efe) е нр G) = gO (3.5) 
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基 特 征 图 数 ， 所 以 存在 一 个 8 之 0, {н || <8 W 126012 0. 
区 此 由 《3.57 知 
lim е = АС) 【| < 8). 


Liu 52 


利用 第 五 章 引 理 1.5 可 知 У) 2, KARAR, EE D x,- 
тыл 1 в=1 
Ф.) Г» [а. el. Е > х, ras, [a.e]. 


(2) 9 (3). 设 У) х, R, lael Ф s,— УХ, MJ 
lm S, = 0, [a e.]。 .所 以 
E(eoso) 1 (в оо), 


Bm lim ыб), ` FA, _ 1, 


mioa ф-ка 


BH 


Вр (3) 成 立 
(3) 全 (4)， 显 然 成 立 ， 
(4) => (1), ЖЖ (4) 成立: 则 


П 6 Ge E, L(E) > 0), 


FARE 3.1, ][ nO {ЕЗДЖ УКЕН J| ex 
s=i : azi 


f,G) kA 
lim fm z Ga etin бү... — 1, (3.6) 


WH ye 


BEH (4) 有 f 
lim lim fnn ft = 1 GER, LCE) Z 0). (3.7) 
HER nE E, 都 存在 mos 人 能 
lim Ў) ` "f. to) = 0, (3.8) 
比较 (3.6), (3.7), (3.8) ЯТА 


о аЬ 
9 — == 


存在 :所 以 


*#2D7 = 


lim Ки Лы 存在 (г € E) 


LL 


再 利用 第 五 章 引 理 1.5 的 注 ,可 得 > p, 收敛 到 有 限 数 。 所 以 由 


lim еар) . fakt) _ pke) 


п-= 


E ct. (аж <=, авон) 得 知 


п 


i >; bat 
Ит Һе) F) °” фо) 
也 是 c.f.， 定 理 证 毕 ， 
系 1 设 tx, 了 是 相 互 独立 的 随机 变量 序列 , Ж > x, ШЖ 


Сее X ь, ek EJ RA. К 
ж2 #1 {Х,} 是 相互 玫 立 的 随机 变量 序列 , 则 六 х, kak 
([a.e.]) 的 充 要 条 件 是 
Ух, Ший (РІ). 


== 1 


定理 3.3” 设 X 为 随机 变量 ，{ 无 。} ААВ 
列 ， 如 果 存 在 一 囊 随 机 变量 LY) E 
(1) Y, 与 Х,, .... Xa 相互 独立 (я > 1); 
(з) х—(х,+ +X) + Y, (n 2: 1), 
则 (X,) ЖЕЦШ. 
证 令 1.60, ыб), КӘ 分 别 为 Xas Yas X BJ с. Ё. H 
(2) 得 
К — © (I nc ). 
k=1 
所 以 
AD [OF DOL, 
ж г>, ж сан Кё 0, ЖШ ОР | <ә 


* 208 • 


Жж. 因此 ,由 定理 3.1 得 知 {X,} ЖЕГЕ. 


54 TRH [a e] КЖ 


在 这 一 节 中 , HA $ 3 的 符号 . 
EX ALL it (X,) 是 随机 变量 列 . ШЕ А (n) 的 任何 


一 种 重 排 (Nb BA S xs, сак (ба. e.l), MŽ > x. 无 


条 人 性 Га. е.] а, 或 记 作 >: x, X; ЖЕФ (Та. el) 


引 理 4.1 设 (X) ЖИНИНЕ ЖЕЎ, 05.00) 是 对 
ЙЕНЕ НЕБЕК. ШЖ 


Th (бєк, МЕ) > 0), 


则 > X, 无 条 件 [a e] К. 


证 ж У 001 < (єк), M Цо g: e 

E rk PNH 32 知 Ух, Шс (Та. е1). 而 Уи 一 
п=1 Ба! 

hE < оо Gé E) 与 次 序 无 闫 ,所 以 D, X, 无 条 件 lae] 收 
s=1 . 


#. 。 
定理 41 设 {X。} 是 相互 独立 的 随机 变量 序列 . 车 У x 


无 条 件 [a.e.] Ж Ф.Ш Ум] < (6, 之 定义 见 定理 3.1). 
证 车 Ў х, Wes Га. е.], ДИН 3.2 # 1 知 Ds 收 


n=l 


AHERN, T 2 > X. ERP Га. e. 1 政和 化 ,所 以 > 15 <oo ， 


定理 42 ж (x, } 是 相互 独立 的 随机 变量 序列 ， UFANA 
述 等 价 : 


G) DD < GEE, LE) > 0); 
т=1 
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(о) ух, 无 条 件 [a. e] Кей: 


(3) NEZO 在 任意 有 限 区 间 [—T, T] БаР и 


Ж (CCD 为 x, 的 <. Е.). 
证 (1) = (2). H05128 4.1 RS. 
(222 0). ВЕ (2) 成 立 ， 由 定理 3.1 知 


HÚ e bapa Cr) 
在 任意 有 限 区 间 【 一 T ,7 了] „Ж УКС, 即 存在 一 个 收 敏 
的 正 项 级 数 > Cas 使 
> 1 — fe tel < Эзе, 


又 由 定理 4.1 及 D, X, 无 条 件 [a.e,] БЖМ > |5,1 < оо, 所 
以 #=1 . ве 1 


ЗО — GI D еве + [1 ев, 0) 1) 
«У амт+е) (8 LET). (41) 


而 5) 10.1, D) 。。 痢 是 收 伍 的 正 项 级 数 ， 所 以 (4.1) 说 明了 


П nO 依 强 控 意义 收敛 . 


#=1 


(3) = (1). PRR. 
定理 43 it (x, а АЗУ АУРЕ ЕДЕ ЯАР 


实数 列 {ca} 而 言 ， > (X, 一 с.) 无 条 件 [а. e.] 收 化 的 鞠 要 条 
性 是 


‚210. 


> |ë, — cal = оо, (4.2) 


sal 


证 H > (Х, 一 5,) 无 条 件 Га. е.) 收敛 可 得 定理 43, 

引 理 4.2 设 [aY la) 都 是 实数 列 , {N。} 是 自然 数 (s) 的 
一 个 重 排 ;而 且 有 

(1) a= a, ХЭБ КО АБ, 

(2) > aka = $, a, 
n) 

> a, 一 > awa 
. "=l r= 

证 由 (1) 可 设 а, = a, CH n>m) X {N。,} 作 有 限 的 调 

动 成 {Mats 使 M, = 1, +++, M, = ra, BJ 


> la, > амы *= (а + - + а„) + Ў) au, 
в == 1 я= 1 n>m 


= fa, H на) + У) au, 

, = Ca + an) (> dun — ai — а) 
= Ca + +a) +{( Эу 
=at tan) + (2) 2-4-5 6) 


= (a, + - F sa) + Da Da 
ят T=1 ` 


引 理 4з {Xh (X, 是 两 个 随机 变量 序列 ，{N,} 是 自 
然 数 la) 的 一 个 重 排 ,而 且 有 | 


(1) D P(X, = Х„)< со, 


+211. 


(2) È, Xas У, Xs, Wik Ca e.l), H 
m= 1 n=] 
У x; = 5 Res [a.e], 
则 У) х,, D Хь, #008 Cla eD, Н 


Ух, = Уух, [a.e], 


тт] 


证 BERRIES OAST 
Ре: = Xr, а.а.) = 1, 


因此 由 (27 Ж > ‚> Xs, #99 Ha e]. 


S F = {Х, = X, nal, Е, - |> х -5 xs 
E = ENE,, 则 P(E) = P(E) = 1, 所 以 P(E) = 1, 因此 ， 
若 能 证 Уух) _ У) х,о) Ce € F), Шані. 事实 
EER weE, 令 a= x, (о), а, = Xw), BU {ants (ay) 
满足 引 理 4.2 中 的 全 部 条 件 ,所 以 > Х,а) 一 >x; (ш), 508 


证 毕 ， 
引 理 44 WX, } 为 相互 独立 的 殖 机 变量 序列 ， E(x,) 一 0 
> 1), у) EG < e, 则 > x, 无 条 件 Га. е] Ж. Hu 


且 对 自然 数 (n) 的 任何 一 DERIN 不 仅 有 


Ух, = $, [m:]; У) ха, = S, [m], 


sal #=1 


> x, = 5} la. e.]; Уху, = s>, [a.e.], 


п=1 п=ї 
而 且 有 S, = Së == S == s*, 
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证 ”由 定理 1.2 有 


SIX, = s, [m°]; > Хь, = 5, Im], 
asil 


n=1 
SD x, s+, [ae]; У) Xu, = SË, [а.е], 
m=1 ж=1 : 
WE 5 = 5*, 5, = S, 1858 
lim (s,— > ху) =s. — s, [m], 
ею к=1 
所 以 由 定理 1.2 有 
ЕС5— 51) = im E (|s: = >) x, } 


= 
— (У ECX) — SED) = 0 
因此 5, = s, [a.e.], ЗГЕШЕ, 
定理 44 设 {х„} 为 相互 独立 的 随机 变量 序列 ，Y， X, Ж 
条 件 Га. el 收敛 , 则 对 自然 数 (n) 的 任何 一 个 重 排 ЦАС), 都 有 
> X, = > Хм, Їа.е.], (4.3) 


证 车 2 Xs 无条件 [a.e.] 收复 ， 则 由 定理 1.7 可 以 作 一 
捉 相 互 独立 的 随机 变量 (XL), 使 


У Р(Х, = Xr) < оо, (4.4) 
T В. 
> Er xr), >: var ( X; (4.5) 
ЖИ. ЕЕ IX, — ECX) 满足 引 理 4.4 的 全 部 条 件 ,所 以 
> (х, — ЕСх,)) (4.6) 
т] 
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无 条 件 a. е] 收 总 ,而 且 
D O, — БОХ) = У) Оу, — ЕСЖ), [a.e.1, C47) 


由 D X, ERE [ae,] KAR (4.4) 得 


m= 1 


Ух, 无条件 [a. e.) ШЖ. (48) 


H (4.6), (4.8) 得 D Е(х) ЖЕКС. 


n=1 


S EQ) = X ECXh,). (4.9) 
由 (4.7), (49) 得 
D X; >, Хх, [ae]. (4.10) 


Н (4.4), (4.10) 和 引 理 4.3 得 = x, = È Xen [a e] E 
得 证 ， 


习 是 


# > /起 RRUFE- О ААИ ЛЕ БЕЛЛЕ И {Х,}, 
使 vas (Ха) = 咀 ， 而 {3} 不 服从 强大 数 定律 (提示 : 首先 证 朋 УР |Х, |2 
ая) | Ж (х) 服从 强大 数 定律 的 必要 条 件 ). 

2， 柯 尔 莫 哥 罗 夫 不 等 式 的 推广 。 设 {Х,} 是 相互 独立 的 随机 变量 序列 ， 
E(X,) = 0, (s 2 1). + C, = {зир ]5| эс}, AR s, = Š; = 试 证 
РОС.) < E(|s.] "Zc ), 

其 中 r 2 1, Xe 为 C, 上 的 示 性 函数 ， 
з. W (4) 为 江 互 独立 的 随机 变量 序列 ， 令 


T; = кор |5, |', r 15 % = S x. 
ж-т 
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a х, 服从 对 称 分 布 (À > 1), ШЇ 
Et) = 2Е(|5,['). 
b Ж E(X,)= 0 (k> 1), $ 
Е{Т = IHEC] S17). 


4. 设 lX.) 是 相互 独立 的 随机 变量 序列 ，E(xe) = 0 (m 21), 121, 
好 时 


= F х1" 
> ЕУ 


Шак, д] {Х„) 服从 强 天 数 定律 . 


5. 15 {9,} 是 相互 独立 的 随机 变量 序列 ,着 У < оо UG) 是 实数 
ЖЗ, D c; tita [a c). 


яа} 


参考 文献 


[11 HEaimos, Р. R., Measure theory, D. Vao Nostrand Company, INC., Toronto, 
New York, London, 1951. (зї Ж: 于 建华 译 ; 济 度 论 3 科学 出 版 社 ; 1258.2 

[2] Гяеденко, B. В. и Колмогоров, А, H., Предельные распределения для 
сумм независимых случайных величин, Гостелнздат, 1949. (Hit: = 
ЖЕЛЕ НЕА УАВ о Т Л: EE, 1955.5 

【3J Feller, W., An iateoduction to probability theory and its applications, V. 
2, Second edition, Wiley, New York, 1971. 

14] Loëve, M., Probability theory, D, Van Mostrand Companys, INC., Toronto, 
New York, London, Second ediüon, 1963. 

[5] #2%, LEAN TERDEE, LERE (HRH K2) 
145—150 (1958), 

[6] БТЕ Е FEBS ДӘ НН Дз. RRR.) 177—185 (1953), 

[7] йш» ЕЕ EE ET kk bi PE h t) pz Н > di ХРЕН AREE). 001), 
1—37 (19645, 

[8] Donsker, M., Ап invanriance principle for certain probability limit threo- 
rems, Мет. dAmer. Math, Soc., No. 6 C1951). 

193 Cramér, H., Mathematical methods of statistics, Princeton Опічесеісу Press, 
1946. 《中 译本 ; MRTE AARETE L 5122522 IB DE kE, 1950.) 

[0] РЕ ОУНБ АҢ РЕН ЕЕ: 1982. 


„+ 215. 


